Niech m € N, oraz a, b € Z.

Méwimy, ze a przystaje do b modulo m (i piszemy a = b (mod m) lub a =, b), jesli m | a — b.
Réwnowaznie, a = b (mod m) wtedy tylko wtedy, gdy amod m = bmod m.

Przyktady

o —1=11 (mod 4).
@ 3#5 (mod 4).

G

4

WHtasnosci

@ Kongruencja jest relacja réwnowaznosci.

@ Jedlia= b (mod m) oraz ¢ = d (mod m), to

atc=b+td (mod m) oraz a-c=b-d (mod m).

e
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Rozwigzywanie kongruencji

Dla danych liczb m € N, oraz a, b € Z znalez¢ wszystkie liczby x € Z takie, ze a- x = b
(mod m). )

@ Wykorzystujac rozszerzony algorytm Euklidesa, znajdujemy liczby d € N oraz k,| € Z
takie, ze

d = NWD(m, a) i d=k-m+1-a.
@ Jedli d 1 b, to koficzymy rozwiazanie.
Odpowiedzig jest: x € &.
© Jesli d | b, to ,zastepujemy” (o ile d # 1) kongruencje a - x = b (mod m) kongruencja

a’ - x=b" (mod m’), gdzie

’

o— & /.— b .—m
a =37, b= 3, m = 4.

@ Mnozac kongruencje a’ - x = b’ (mod m’) stronami przez /, otrzymujemy kongruencje
x=1-b" (mod m’).

@ Jesdli r := (/- b') mod m’, to odpowiedzia jest: x = r (mod m’).
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Rozwigzywanie kongruencji — przyktad

Znalezé wszystkie liczby x € Z takie, ze 8x = 12 (mod 22). J

Rozwigzanie

@ Stosujemy rozszerzony algorytm Euklidesa dla 22 i 8:

a b r q k /
1 0

22 6 2 0 1
8 2 1 1 -2

8
6

6 2 0 3
0

© Poniewaz 2 | 12, wiec musimy rozwiazaé kongruencje
4x =6 (mod 11).

@ Mnozac powyzsza kongruencje stronami przez 3, otrzymujemy kongruencje
x =18 (mod 11).

@ Poniewaz 18 mod 11 = 7, wiec odpowiedzia jest: x = 7 (mod 11).

Grzegorz Bobifiski

K) Algebra |



Rozwigzywanie uktadéw kongruencji - Metoda |

Dla danych liczb ai, by, ..., ak, by € Z oraz my, ..., m, € N, takich, ze NWD(m;, m;) = 1 dla
i # j, znalezé wszystkie liczby x € Z takie, ze a; - x = b; (mod mj;), dla kazdego i =1,..., k.

@ Niech n:= m; - - - my oraz

ny == mp - my, np ‘= my - m3--- Mg, ey N :=my -~ Mk_1.

@ Zastepujemy kongruencje

ap-x=by (mod my), a-x=by (mod my), Cey ak - x = bx  (mod my),
kongurencjami
nai-x = mby  (mod n), max-x =mby (mod n), ..., ngax-x = ngbx (mod n).

Dodajac stronami powyzsze kongruencje, otrzymujemy kongruencje

(may + map + - -+ nkak) - x = mby + mby + - -+ + nkbe  (mod n).

© Rozwiazujac powyzsza kongruencje, znajdujemy odpowiedz.

M
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Rozwigzywanie uktadéw kongruencji - Metoda |, przyktad

Znalez¢ wszystkie liczby x € Z takie, ze

x =3 (mod 5), 2x =4 (mod 6), 3x =1 (mod 7).

Rozwiazanie
Q@ Mamy n=5-6-7 =210 oraz
n =6-7=42, np:=5-7:=35, n3 :=5-6 =30.
@ Mnozac wspdtczynniki wyjsciowych kongruencji przez 42, 35 i 30, odpowiednio, otrzymujemy
42x =126 (mod 210), 70x = 140 (mod 210), 90x =30 (mod 210).
Dodajac powyzsze kongruencje stronami, dostajemy kongruencje
202x =296 (mod 210).
© Rozwiazanie kongruencji
202x = 296 (mod 210),

ma postaé
x =68 (mod 105).
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Rozwigzywanie uktadéw kongruencji - Metoda Il

Zatozenie

Zaktadamy, ze k = 2, tj. chcemy rozwigzaé ukfad
ai-x=by (mod my), a-x=by (mod my).

W przypadku, gdy k > 2, mozemy iterowaé stosowanie powyzszej metody.

Metoda |1

© Rozwigzujemy kongruencje a; - x = by (mod my), a> - x = by (mod my), a wiec
zastepujemy je kongruencjami

e

x =b; (mod my), x = by, (mod my).
@ Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa dla pary (mj, m}), znajdujemy liczby h i b takie, ze
1:I1~m;+l2~m;.

@ Jesdli r := (hmjyb; + limyby) mod(m;mj), to rozwiazanie ma posta¢

x=r (mod mjmy).

e
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Rozwigzywanie uktadéw kongruencji - Metoda Il, przyktad

Znalez¢ wszystkie liczby x € Z takie, ze

x =3 (mod 5), 2x =4 (mod 6), 3x =1 (mod 7).

Rozwigzanie
Krok |
© Rozwiazujac kongruencje x = 3 (mod 5), 2x = 4 (mod 6) otrzymujemy kongruencje
x =3 (mod 5) i x =2 (mod 3).
@ Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa dla liczb 5 i 3, otrzymujemy
1=(-1)-5+2-3.
© Poniewaz (3-2-3+2-(—1)-5)mod(5 - 3) = 8, wiec w Kroku | otrzymujemy rozwigzanie
x =8 (mod 15).
Krok 11
@ Rozwiazujac kongruencje x = 8 (mod 15), 3x = 1 (mod 7) otrzymujemy kongruencje
x =8 (mod 15) i x =5 (mod 7).
@ Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa dla liczb 15 i 7, otrzymujemy
1=1-15+4(-2)-7.
© Poniewaz (8- (—2)-7+5-1-15)mod(15 - 7) = 68, wiec otrzymujemy rozwigzanie
x =68 (mod 105).
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Rozwigzywanie uktadéw ruencji - Metoda Il

Uwaga

Ponizsza metoda jest modyfikacja Metody Il i moze by¢ stosowana w jej zastepstwie, gdy k > 2.

Metoda |11
@ Rozwiazujemy kongruencje

ai-x =by  (mod my), a - x=by (mod m), L. ak - x = bx  (mod my),
a wiec zastepujemy je kongruencjami
xi = b (mod m}), xo = by (mod m}), xx = b, (mod my}).
@ Niech n:=mj - --mj oraz
’ ’ ’ ’ ’
ni=my - my, m = my - my---my,
o

’ ’

N = my---my_;.

Dla kazdego i = 1, ..., k, stosujemy rozszerzony algorytm Euklidesa dla pary (n;, m) i
znajdujemy liczby p; i g; takie, ze

1=p;j-ni+gq-m.
Q Jedli r := (p1nmib; + pamabl + - - - + pxnkby) mod n, to rozwiazanie ma postaé
x =r (mod n).
(mod n) |
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Rozwigzywanie uktadéw kongruencji - Metoda Ill, przyktad

Znalez¢ wszystkie liczby x € Z takie, ze

x =3 (mod 5), 2x =4 (mod 6), 3x=1 (mod 7).

Rozwigzanie

@ Rozwiazujac kongruencje x = 3 (mod 5), 2x = 4 (mod 6), 3x = 1 (mod 7), otrzymujemy
kongruencje

x =3 (mod 5), x=2 (mod 3), x=5 (mod 7).
@ Mamy n=5-3-7 = 105 oraz
m:i=3-7=21, m:=5-7:=35  n3:=5.3=15.
@ Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa dla par (21, 5), (35, 6) i (15, 7), otrzymujemy
1=1-214(-4)-5 1=(-1)-35+12-3, 1=1-15+(-2)-7.
odpowiednio.

@ Poniewaz
(3-1-2142-(—1)-35+5-1-15)mod 105 = 68,

wiec odpowiedzig jest: x = 68 (mod 105).
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