Zadanie

Udowodni¢, ze jedli n jest liczbg catkowita taka, ze 31 n, to 3 | nt+n®+1.

Rozwigzanie
Pokazemy najpierw, ze jesli 3t n, to n> = 1 (mod 3).
Istotnie, jesli 3t n, to n =1 (mod 3) lub n =2 (mod 3).
Jedlin=1 (mod 3), to n> =12 =1 (mod 3).
Podobnie, gdy n = 2 (mod 3), to n> =22 =4 =1 (mod 3).
Poniewaz n®> = 1 (mod 3), wiec n* = (n?)> =12 = 1 (mod 3).
Ostatecznie,

4+ +1=141+1=3=0 (mod 3),
tzn.3\n4+n2+1.
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Zadanie 7 (1)

Zadanie

Rozwiaza¢ kongruencje 3x = 4 (mod 7).

Rozwigzanie

@ Stosujemy algorytm Euklidesa dla 7 i 3:

a b r q \ K \ I
1 0
7 3 1 2 0 1

3 1 0 3
0

© Poniewaz 1 | 4, wiec musimy rozwigza¢ kongruencje

3x =4 (mod 7).

@ Mnozac powyzsza kongruencje stronami przez —2, otrzymujemy kongruencje
x = -8 (mod 7).

@ Poniewaz —8 mod 7 = 6, wiec odpowiedzig jest: x = 6 (mod 7).
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Zadanie 7 (2)

Zadanie

Rozwiazaé kongruencje 27x = 25 (mod 256).

Rozwigzanie

@ Stosujemy algorytm Euklidesa dla 256 i 27:

a b r q k /
1 0

256 27 13 9 0 1
27 13 1 2 1 -9

13 1 0 13
0

© Poniewaz 1 | 25, wiec musimy rozwiazaé kongruencje

27x =25 (mod 256).

@ Mnozac powyzsza kongruencje stronami przez 19, otrzymujemy kongruencje

x = 475 (mod 256).

@ Poniewaz 475 mod 256 = 219, wiec odpowiedzig jest: x = 219 (mod 256).
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Zadanie 7 (3)

Zadanie

Rozwiazaé kongruencje 2x = 37 (mod 21).

Rozwigzanie

© Stosujemy algorytm Euklidesa dla 21 i 2:

a b r q \ K \ I

0

© Poniewaz 1 | 37, wiec musimy rozwigza¢ kongruencje

2x =37 (mod 21).

@ Mnozac powyzsza kongruencje stronami przez —10, otrzymujemy kongruencje
x = —370 (mod 21).

@ Poniewaz —370 mod 21 = 8, wiec odpowiedzig jest: x = 8 (mod 21).
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Zadanie 7 (4)

Zadanie

Rozwiazaé kongruencje 10x = 15 (mod 35).

Rozwigzanie

© Stosujemy algorytm Euklidesa dla 35 i 10:

a b r q \ K \ I
1 0
35 10 5 3 0 1

10 5 0 2
0

© Poniewaz 5 | 15, wiec musimy rozwiaza¢ kongruencje

2x =3 (mod 7).
@ Mnozac powyzsza kongruencje stronami przez —3, otrzymujemy kongruencje
x=-9 (mod7).

@ Poniewaz —9mod 7 = 5, wiec odpowiedzig jest: x =5 (mod 7).
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Zadanie 7 (5)

Zadanie

Rozwiazaé kongruencje 3x = 7 (mod 18).

Rozwigzanie
@ Stosujemy algorytm Euklidesa dla 18 i 3:

a | » r a | ok |

18 3 0 6 [o]
0

@ Poniewaz 3 1 7, wiec odpowiedzig jest: x € .
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Zadanie 8 (1)

Zadanie

Rozwigzaé uktad kongruencji: x = 3 (mod 4), x =2 (mod 7), x

1 (mod 9).

Rozwigzanie (Metoda III)
@ Musimy rozwiazad uktad kongruencji
x =3 (mod 4), x=2 (mod7), x=1 (mod9).
@ Mamy n=4-7-9 =252 oraz

n:=7-9=063, n :=4-9:=36, n3 :=4-7=28.
© Stosujemy rozszerzony algorytm Euklidesa dla par (63, 4), (36,7) i (28,9):

a b r q k i

| | sl lal k]
1 0

1 0
63 3 15 0 1

36 7 1 5 0 1
1 1 1 -15

;"7

w |
olrR|w| s
o
(o)}
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Zadanie 8 (1) (c.d.)

Rozwiazanie (c.d.)
© Musimy rozwiazaé uktad kongruencji
x =3 (mod 4), x=2 (mod7), x=1 (mod9).
@ Mamy n=4-7-9 = 252 oraz
m:=7-9=063, np:=4.9:=36, n3:=4.7=28.

© Stosujemy rozszerzony algorytm Euklidesa dla par (63, 4), (36,7) i (28,9):

1=(-1)-63+16-4 i 1=1-36+(-5) 7.
a \ b \ r \ q \ k \ I
1 0
2] 9| 1] 3] o 1

@ Poniewaz
(3:(—1)-63+2-1-36+1-1-28)mod252 = 163,

wiec odpowiedzig jest: x = 163 (mod 252).
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Zadanie 8 (2)

Zadanie

Rozwiazaé uktad kongruencji: x = 20 (mod 33), x

= 33 (mod 40).

Rozwiazanie (Metoda 1)

@ Musimy rozwiaza¢ uktad kongruencji
x =20 (mod 33),

@ Stosujemy rozszerzony algorytm Euklidesa dla

x =33 (mod 40).

pary (33, 40):

a b r q k I
1 0
33 40 33 0 0 1
40 33 7 1 1 0
33 7 5 4 1 1
7 5 2 1 5 -4
5 2 1 2 -6
2 1 0 2
0

© Poniewaz 33 -44 = 1320 i

(20 - (—14) - 40 + 33 - 17 - 33) mod 1320 = 713,
wiec odpowiedzia jest: x = 713 (mod 1320).
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Zadanie 8 (3)

Zadanie

Rozwiazaé ukfad kongruencji: x = 4 (mod 9), 62x = 102 (mod 154).

Rozwiazanie (Metoda Il)

@ Postugujac sie metoda z Zadania 7, otrzymujemy, ze rozwiazanie kongruencji 62x = 102
(mod 154), jest postaci x = 24 (mod 77).

Zatem musimy rozwigza¢ ukfad kongruencji
x =4 (mod9), x =24 (mod 77).
@ Stosujemy rozszerzony algorytm Euklidesa dla pary (9, 77):

a b r q k !
1 0
9 77 9 0 0 1
77 9 5 8 1 0
9 5 4 1 -8 1
5 4 1 1 9 1
4 1 0 4 17
0

© Poniewaz 9 - 77 =693 i
(4-2-77 + 24 - (—=17) - 9) mod 1320 = 409,
wiec odpowiedzig jest: x = 409 (mod 693).

Grzegorz Bobinski K) Matematyka dyskretna



Zadanie 8 (4)

Zadanie

Rozwiaza¢ ukfad kongruencji: 2x = 1 (mod 3), 3x = 1 (mod 4), 5x =4 (mod 7).

Rozwigzanie (Metoda I)
Q@ Mamy n=3-4.7 =84 oraz
m:=4.7=28, np:=3.7:=21, n3:=3-4=12.
@ Mnozac wspébtezynniki wyjsciowych kongruencji przez 28, 21 i 12, odpowiednio, otrzymujemy
56x =28 (mod 84), 63x =21 (mod 84), 60x =48 (mod 84).
Dodajac powyzsze kongruencje stronami, dostajemy kongruencje

179x = 97 (mod 84).

Poniewaz
179 mod 84 =9 i 97 mod 84 = 13,

wiec powyzsza kongruencje mozemy zastapi¢ kongruencja
11x =13 (mod 84).
© Rozwiazujac powyzsza kongruencje metoda z Zadania 7, otrzymujemy odpowiedz:

x =47 (mod 84).
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