Funkcja Eulera

Definicja

Jedlin e Ny, to
@(n) .= #{a € [0,n—1]: gcd(a, n) = 1}.

4

Przyktad

Dla n = 12 mamy

{a€[0,11] : ged(a,12) =1} = {07 1, 28 A4, 5,6, 7,8,9,10,11}.

Zatem ¢(12) = 4.

v
Jesdli n = p{"l cee p;"k dla parami réznych liczb pierwszych p1, ..., px oraz dodatnich liczb
catkowitych my, ..., my, to

Lp(n):n‘(l_i).”(l_i)
i =1 me—1 m my—1 m m
:Pll (p1—1)~-~pkk (Pk_l):(P11_P11 )"'(pkk_Pkk

Przyktad

Poniewaz 1800 = 2° - 32 - 52, wiec
©(1800) = 2* - (2 —1)-3' - (3—1) - 5" - (5 — 1) = 480.
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Rownania z funkcja Eulera

Dla danej liczby m € N znalez¢ wszystkie liczby n € N takie, ze p(n) = m.

Metoda — czegéé |

© Woyznaczamy wszystkie dodatnie dzielniki di, ..., d, liczby m.

Sposréd liczb di + 1, ..., dr + 1 wybieramy wszystkie liczby pierwsze py, ..., p;, przy czym
zaktadamy, ze p; > - -+ > p;.  [W szczegélnosci, p; = 2.]

@ Tworzymy pomocniczy tabele, ktérej kolumny indeksowane s3 liczbami pierwszymi py, ...
pi, a wiersze nieujemnymi liczbami catkowitymi.

Na ;irzecigciu kolumny indeksowanej liczba p oraz wiersza k wpisujemy warto$¢ funkcji Eulera
©(p).
Obliczajac wartosci funkgcji <p(pk), warto skorzystaé z nastepujacych rekurencyjnych wzoréw:

k—l)

o(p’) =1, e(p)=p-1, @(p") = p- (P ), gdy k > 1.

Woypetnianie kolumny odpowiadajacej liczbie pierwszej p konczymy, gdy gp(pk) nie jest
dzielnikiem liczby m.

[
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Rownania z funkcja Eulera — przyktad, czesc |

Zadanie

Wyznaczy¢ wszystkie liczby n € N takie, ze ¢(n) = 18.

Rozwigzanie
@ Dzielnikami liczby 18 s3: 18, 9, 6, 3, 2, 1.
Po dodaniu do nich 1 otrzymujemy liczby: 19, 10, 7, 4, 3, 2.

Po usunieciu liczb ztozonych, otrzymujemy liczby: 19, 7, 3, 2.

o
H 19 \ 7 \ 3 2
0 1 1 1 1
1 18 6 2 1
2 343 b4 6 2
3 18 p ¢
4 <
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Roéwnania z funkcja Eulera - cigg dalszy

Metoda — czesé Il

© Tworzymy drzewo, z ktérego odczytamy odpowiedZ, w nastepujacy sposob:
o W korzeniu drzewa (jedynym wierzchotku na poziomie 1) wpisujemy liczbe m.

o Jedli na poziomie i = 1,...,/ — 1 mamy z wpisang liczbg d, to z tego wierzchotka
rysujemy krawedzie, ktérych etykietami s3 nieujemne liczby catkowite k takie, ze Lp(pf)
dzieli d.

W wierzchotkach konczacych te krawedzie, ktére znajduja si¢ na poziomie i + 1,
wpisujemy liczby dk .
«(p)

Jedli na poziomie | mamy wierzchotek z wpisang liczbg d, to mozemy mie¢ do czynienia
z jedng z nastepujacych dwdch sytuacji:

o dla kazdej liczby k € N takiej, ze 50(2’() = d, rysujemy krawedz z etykietg k zakoriczong
wierzchotkiem znajdujacym sie na poziomie / + 1, w ktérym wpisujemy znak v';

@ jedli nie istnieje k € N takie, ze Ap(Zk) = d, to rysujemy krawedz (bez etykiety) zakoriczona
wierzchotkiem na poziomie / + 1, w ktérym wpisujemy znak X.

Dla kazdego wierzchotka z poziomu / + 1 z wpisanym znakiem v~ odczytujemy (od
gory) etykiety ki, ..., k; krawedzi prowadzacych od korzenia do tego wierzchotka:
kazdy taki ciag daje jedno z rozwigzan réwne

k1 ki
Py Py
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Rownania z funkcja Eulera — przyktad, czes¢ Il

Q
H 19 \ 7 \ 3 \ 2
0 1 1 1 1
1 18 6 2 1
2 343 »Z 6 2
3 18 p ¢
4 >
(3]
0/18\1
0/13 X 1\0
0 1‘8 3 \3\0 ‘1
2 0
18 9/13\1 ) 3 1
N TN TN
X X X v v X v v

Dla wierzchotkéw z najnizszego poziomu ze znakiem v~ wypisujemy ciagi etykiet krawedzi
prowadzacych z korzenia:

(0,0,3,0), (0,0,3,1), (1,0,0,0), (1,0,0,1).
Powyzsze ciagi odpowiadaja nastepujacym odpowiedziom:
19°.7°.3%.20 = 27, 19°.7°.3%.2! = 54, 191.7°.3%.20 = 19, 19.7°.3%.2! = 38.
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Twierdzenie Eulera

Twierdzenie (Euler)

Jesline Ny, a€ Ziged(a,n) =1, to

a?™ =1 (mod n).
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