Rekurencja jednorodna (liniowa o statych wspétczynnikach) nazywamy uktad réwnan postaci

antk + Uk—1ap4k—1 + - - - + toga, = 0, neN,
z niewiadomymi ag, ai, ... (i ustalonymi w, ..., Uk—1).
w
Przyktad
Ciag taki, ze
Foi2 — Fpy1 — FR, =0, n €N,

oraz Fp = 0 i F; = 1 nazywamy ciggiem Fibonacciego.
o

Znalezé wzér jawny ciggu (an) bedacego rozwigzaniem rekurencji

antk + Uk—1an+k—1 + -+ - + tpa, = 0, neN,

takiego, ze ap, ..., ak—1 sa dane.

v

Wielomianem charakterystycznym rekurencji

antk + Uk—1ap4k—1 + - - - + tpa, = 0, n €N,

nazywamy wielomian xK + ukflxkfl + -+ ux + w.

4
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Rozwiazywanie rekurencji jednorodnych

Znalezé wzér jawny ciggu (an) bedacego rozwigzaniem rekurencji

antk + Uk—1an+k—1 + -+ - + tpan = 0, n €N,

takiego, ze ap, ..., ak—1 sa dane.

© Znajdujemy pierwiastki (zespolone) Ay, ..., A; (parami rézne) wielomianu
charakterystycznego rekurencji
antk + Uk—1ap4k—1 + - -+ + oa, = 0, n €N,
wraz z krotnosciami my, ..., m.
© Wiadomo, ze
| mi—1
an = Z Z M,‘J!TIX?.
i=1 j=0

Wspétczynniki p; j znajdujemy, rozwiazujac uktad réwnan powstaty przez podstawienie
n=0,...,k—1.
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Rozwiazywanie rekurencji jednorod

Zadanie

Znalezé wzér jawny ciggu (an) takiego, ze
an+3 = 4apr2 — Sapy1 + 2ap, neN,

orazag=1,a=3ia =6.

Rozwigzanie
@ Ciag (an) jest rozwiazaniem rekurencji
ap+3 — 4apy2 + Sapy1 — 23, =0, néeN,
ktérej wielomianem charakterystycznym jest
x3—4x2+5x—2.
Pierwiastkami tego wielomianu s3 1 (dwukrotny) oraz 2 (jednokrotny).

© Wiemy, ze
ap = p1,0 + p1,1 N+ pz - 2",

Podstawiajac n = 0, 1, 2, otrzymujemy uktad réwnan

1,0 + w2 = 1
P10+ pi1 + 2p = 3,
pi0  +  2pm11 4+ 4ux = 6.

Rozwiazujac ten uktad réwnan, otrzymujemy p10 =0, p1,1 =10 po =1, a wiec

an=n-+2".
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(Specjalne) Rekurencje niejedn

Problem

Niech F € C[T].
Znalezé wzér jawny ciggu (an) bedacego rozwigzaniem rekurencji

Apik + Uk—1anik—1 + - - - + woa, = F(n), n €N,

takiego, ze ap, ..., ak—1 sa dane.

Definicja

| N

Wielomianem charakterystycznym rekurencji

antk + Uk—13nik—1 + - - - + wpa, = F(n), n €N,

nazywamy wielomian xK + uk,lxk71 + - 4+ ux+ w.
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Rozwiazywanie rekurencji niejednorodn

© Znajdujemy pierwiastki (zespolone) A1, ..., A; (parami rézne) wielomianu
charakterystycznego rekurencji

anik + Uk—13p4k—1 + - - - + toa, = F(n), n €N,
wraz z krotnosciami my, ..., m.
@ Niech d bedzie stopniem wielomianu F.
Znajdujemy ciag (a),) taki, ze
apik+ Uk—1a, 4y + -+ wa,=F(n), neEN, (1)
oraz
a:,:n’"~(5dnd+§d_1nd_ + -+ o), (2)

gdzie m jest krotnoscia 1 jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego oraz 4, {d—1,

..., & sa niewiadomymi.

[Wartosci niewiadomych &4, £4—1, ..., & znajdujemy, poréwnujac wspdtczynniki przy n?,

n?=1, ..., n® w réwnaniu otrzymanym z réwnania (1) po podstawieniu za a:,Jrk, a;+k71,
al, wyrazen otrzymanych ze wzoru (2).]

© Wiadomo, ze

| mi—1

anp = a; + Z Z ,LL,‘JI'/’)\?.

i=1 j=0

Wspétczynniki ;. ; znajdujemy, rozwigzujac ukfad réwnan powstaty przez podstawienie
n=0,...,k—1
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Rozwiazywanie rekurencji niejednorodnych — przyktad

Zadanie

Znalezé wzér jawny ciggu (a,) takiego, ze
an+2 = 3ap+1 — 2a, — 2n+1, néeN,

oraz ag =1ia; = 3.

Rozwigzanie
@ Ciag (an) jest rozwiazaniem rekurencji
apt2 — 3apy1 +2a, = —2n+1, neN,
ktérej wielomianem charakterystycznym jest x? —3x+2.
Pierwiastkami (jednokrotnymi) tego wielomianu s 1 oraz 2.
@ Szukamy ciagu a, = n- (£1n + &) takiego, ze
an,, —3a,,, +2a,=—2n+1, neN. (3)
Mamy
ay=an +&n,  a,=a(n+17 +&(+1),  an, =&(n+2) +&(n+2).
Po podstawieniu powyzszych wzoréw do réwnania (3) i uporzadkowaniu wyrazéw,
otrzymujemy réwnanie
—2&n+ (61 — fo) = —2n+1.
Poréwnujac wspétczynniki przy n' oraz n°, otrzymujemy uktad réwnan

—2¢ = -2
& — & = 1,
ktérego rozwigzaniem jest para liczb §g =01 & = 1.
Zatem a), = n’.
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Rozwiazywanie rekurencji niejednorodnych — przyktad (c.d.)

Zadanie

Znalezé wzér jawny ciagu (an) takiego, ze
an+2 = 3ap+1 — 2a, — 2n+1, neN,

orazag =1ia; =3.

Rozwigzanie

@ Pierwiastkami (jednokrotnymi) wielomianu charakterystycznego s3 1 oraz 2.
Q@ a, =n*
©Q Wiemy, ze
an=n’+p1+ p - 2",
Podstawiajac n = 0, 1, otrzymujemy ukfad réwnan

p + 2
1 + o + 2u

Rozwiazujac ten uktad réwnan, otrzymujemy 3 = 01 pp = 1, a wigc

1,
3.

ap, = n2 + 2",
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