Zadanie 1 (a)

Zadanie

Znalezé wzér jawny ciggu (an) takiego, ze

ant+2 = bapt1 — 6an, n €N,

oraz ag =2ia =5.

Rozwigzanie
@ Ciag (an) jest rozwiazaniem rekurencji
apy2 — bapy1 +6a, =0, néeN,
ktérej wielomianem charakterystycznym jest
X2 — 5x + 6.

Pierwiastkami tego wielomianu s3 2 (jednokrotny) oraz 3 (jednokrotny).

Q Wiemy, ze
ap=p1 2"+ pp - 3".
Podstawiajac n = 0, 1, otrzymujemy ukfad réwnan

p + M2
2+ 32

2,
5.

Rozwiazujac ten uktad réwnan, otrzymujemy p; = 11 pp = 1, a wiec

a, =2" +3".
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Zadanie 1 (b)

Zadanie

Znalezé wzér jawny ciggu (an) takiego, ze

an+2 = ap+1 — an, neN,

orazag=0ia = 1.

Rozwiazanie
@ Ciag (an) jest rozwiazaniem rekurencji
a2 —apy1+an =0, n €N,
ktérej wielomianem charakterystycznym jest
% = x + 1.

(jednokrotnym) oraz 1’;‘/5 (jednokrotnym).

Pierwiastkami tego wielomianu s3 1“2"/‘5'

©Q Wiemy, ze
an = - (HE)" 4 gy - (2B,
Podstawiajac n = 0, 1, otrzymujemy uktfad réwnan

{ o+ p2 = 0,
LB, o+ =8y, =

Rozwiazujac ten uktad réwnan, otrzymujemy p; = — “3[3 ipo = “3/§, a wiec

an = =S (HpR) 4 P (A
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Zadanie 1 (c)

Zadanie

Znalezé wzér jawny ciagu (a,) takiego, ze
ants = 2ap42 + apt1 — 2ap, neN,

orazag =6, ay =51 a; = 15.

Rozwiazanie
@ Ciag (an) jest rozwiazaniem rekurencji
ants — 2apt2 — apt1 + 2a, =0, neN,
ktérej wielomianem charakterystycznym jest
x3 - 2x2 — x + 2.
Pierwiastkami tego wielomianu sa —1 (jednokrotny), 1 (jednokrotny) oraz 2 (jednokrotny).

©Q Wiemy, ze
ap=p1 - (=1)"+ po + ps - 2".
Podstawiajac n = 0, 1, 2, otrzymujemy uktad réwnan

w4+ p2 + pz =6
—u1 + p2 + 2pu3 = 5
pr +  p2 4+ 4ps = 15,

Rozwiazujac ten uktad réwnan, otrzymujemy p1 = 2, puo = 10 puz = 3, a wiec

a,=2-(-1)"+1+3-2".
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Zadanie 1 (d)

Zadanie

Znalezé wzér jawny ciggu (an) takiego, ze

ant2 = 4ani2 — 4an, n €N,

oraz ag =3 i a; = 8.

Rozwigzanie
@ Ciag (an) jest rozwiazaniem rekurencji
apy2 — 4apy1 +4a, =0, néeN,
ktérej wielomianem charakterystycznym jest
X2 — 4x + 4.
Pierwiastkiem tego wielomianu jest 2 (dwukrotny).

Q Wiemy, ze
an = po - 2" + py - n2".

Podstawiajac n = 0, 1, otrzymujemy ukfad réwnan

w

Ho =
2o+ 2pu1 = 8.
Rozwiazujac ten uktad réwnan, otrzymujemy po = 3 i g3 = 1, a wigc

an=3-2"+4n-2".
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Zadanie 1 (e)

Zadanie

Znalezé wzér jawny ciggu (an) takiego, ze
an+3 = 4apr2 — Sapy1 + 2ap, neN,

orazag=3,a; =3, a =4.

Rozwigzanie
@ Ciag (an) jest rozwiazaniem rekurencji
ap+3 — 4apy2 + Sapy1 — 23, =0, néeN,
ktérej wielomianem charakterystycznym jest
x3—4x2+5x—2.
Pierwiastkami tego wielomianu s3 1 (dwukrotny) i 2 (jednokrotny).

© Wiemy, ze
ap = p1,0 + paan+ p2 - 27

Podstawiajac n = 0, 1, 2, otrzymujemy uktad réwnan

1,0 + w2 = 3
P10+ pi1 + 2p = 3,
pi0  + 2pm1 4+ 4ur = 4.
Rozwiazujac ten uktad réwnan, otrzymujemy pi0 =2, p1,1 = —11i p2 = 1, a wigc

an=2—n+2".
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Zadanie 2 (a)

Zadanie

Znalezé wzér jawny ciagu (a,) takiego, ze a,41 — 2a, = " +n+2 néeN, oraz ag = 0.

Rozwigzanie
@ Wielomianem charakterystycznym rozwazanej kongruencji jest x — 2.
Jedynym pierwiastkiem (jednokrotnym) tego wielomianu jest 2.
@ Szukamy ciagu a, = n° - (£2n% + €10 + &) takiego, ze
a:,+1—23:,:n2+n+2, neN.

Po pods_tawienilu wzo_réw na a:,H i af, do powyzszej réwnosci i uporzadkowaniu wyrazdéw,
otrzymujemy rownanie

—&n® + (26 — E)n+ (G2 + &1 — &) =n’ +n+2.

Poréwnujac wspdtczynniki przy n?, n' oraz n°, otrzymujemy uktad réwnan

—& = 1,
2 - & = 1,
£ + &4 - & = 2
ktérego rozwigzaniem jest trdjka liczb §o = —6, &1 = —3 i & = —1.

Zatem a), = —n®> — 3n — 6.

© Wiemy, ze a, = —n®> —3n — 6 + 1 - 2".
Podstawiajac n = 0, otrzymujemy p = 6.
Zatem a, = —n*> —3n—6+6-2".

Grzegorz Bobinski (UMK) Matematyka dyskretna



Zadanie 2 (

Zadanie

Znalezé wzér jawny ciagu (an) takiego, ze anio +2an41 — 3@, =1, n € N, orazag =01i a; = 1.

Rozwigzanie

@ Wielomianem charakterystycznym rozwazanej kongruencji jest x? 4+ 2x — 3.
Pierwiastkiem (jednokrotnymi) tego wielomianu sg 1 i —3.
@ Szukamy ciagu a, = n' - ¢ takiego, ze

’

a;+2+2a;+173an 1, neN.

Po podstawieniu wzoréw na an,5 @, i a, do powyzszej réwnosci i uporzadkowaniu
wyrazéw, otrzymujemy
46 =1,

a wiec a, = in.
@ Wiemy, ze a, = 3n+ p1 + pz - (—3)".

Podstawiajac n = 0, 1, otrzymujemy ukfad réwnan

M+ p2 = 0,
i+ m - 3w = L
Rozwiazujac ten uktad réwnan, otrzymujemy p; = % ipo = 7%, a wiec

_ 1 3 41 nt1
an = 160+ 15 + 35(=3)""".

Matematyka dyskretna



Zadanie 2 (c)

Zadanie

Znalez¢ wzér jawny ciagu (a,,) takiego, ze apy1 — 2a, = n? +2n—2,n €N, oraz a9 = 1.

Rozwigzanie
@ Wielomianem charakterystycznym rozwazanej kongruencji jest x — 2.
Jedynym pierwiastkiem (jednokrotnym) tego wielomianu jest 2.
@ Szukamy ciagu a, = n° - (£2n% + €10 + &) takiego, ze
a,—2a,=n+2n—-2, nEN

Po pods_tawienilu wzo_réw na a:,H i af, do powyzszej réwnosci i uporzadkowaniu wyrazdéw,
otrzymujemy rownanie

—&on” + (26 — E)n+ (&2 + &1 — &) =n" +2n— 2.

Poréwnujac wspdtczynniki przy n?, n' oraz n°, otrzymujemy uktad réwnan

—& = 1,
26 — & = 2,
£ + & - & = -2
ktérego rozwigzaniem jest trdjka liczb §o = —3, {1 = —4i & = —1.

Zatem a), = —n® — 4n — 3.

© Wiemy, ze a, = —n® —4n — 3+ p1 - 2".
Podstawiajac n = 0, otrzymujemy p = 4.
Zatem a, = —n® — 4n — 3 4+ 2"2,

Grzegorz Bobinski (UMK) Matematyka dyskretna



Zadanie

Na ile sposobéw mozna pokonaé n stopni, jezeli mozemy poruszaé si¢ o 1 badz 2 stopnie do gory?

Rozwigzanie
Niech a, bedzie poszukiwana liczba sposobdw.
Zauwazmy, ze 39 = 1l i a; = 1.
Ponadto, jesli n > 2, to pierwszy krok moze by¢ dtugosci 1 lub 2.
W pierwszym przypadku pozostate n — 1 stopni mozemy pokonaé na a,_; sposobdw.
W drugim przypadku pozostate n — 2 stopni mozemy pokonaé na a,_» sposobdw.
Zatem a, = ap—1 + ap—2 (dla n > 2).
[Réwnowaznie api2 — ant1 + ap = 0 dla n € N]
Rozwiazujac powyzsza rekurencje (z warunkami poczatkowymi ag = 1 i a; = 1), otrzymujemy, ze

= S (1) + 3 (55)"
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Zadanie

Na ile maksymalnie czeSci mozna podzieli¢ ptaszczyzne przy pomocy n okregéw?

Rozwigzanie
Oznaczamy przez a, poszukiwang liczbe czesci.
Wtedy a; = 2 oraz
apy1 = ap +2n, n€Ny.

Istotnie, nowy okreg mozna narysowaé w ten sposéb, aby przecinat sie w dwéch punktach z
kazdym z wczedniej narysowanych n okregdw.

Otrzymane w ten sposéb 2n punktéw dzieli nowy okreg na 2n tukéw.
Kazdy z tych 2n tukéw dzieli jedng ,starg” cze$¢ na dwie ,nowe”.
Rozwiazujac powyzsza rekurencje, otrzymujemy

a,,=n2—n+2.
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Zadanie 10

Zadanie

Znalezé wzér jawny ciggu (an) takiego, ze

1
any2 =5- M5 a1 —6- 22 - ap, nenN,,
oraz a; = 5 oraz a, = 6,5.
Rozwigzanie
Podstawiajac b, := na, (a wiec a, = bT") n € N4, otrzymujemy, ze
bnio _ g ptl | bnta n_ . bn
nz =0 W e 0 mm ne Ny,
a wiec
bpi2 = 5by1 — 6by, ne Ny,

Ponadto by =51 b, = 13.
Stosujac metode z zadania 1, otrzymujemy b, = 2" + 3", n € N4, a wiec

2n43n
a, = -, neN;.
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