Funkcje tworzace

Funkcja tworzaca ciagu (a,) nazywamy szereg formalny

A=ag+aiT+aT 4 +a T+

Niech F € C[T].
Znalez¢é funkcje tworzaca (a,) bedacego rozwigzaniem rekurencji

anik + Uk—1dnik—1 + - - + Uoa, = F(n), n €N,

takiego, ze ag, ..., ak—1 s dane.
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Funkcje tworzace, przypadek jednorodny

Znalez¢ funkcje tworzaca (an) bedacego rozwigzaniem rekurencji

anik + Uk—13nik—1 + - - + Uoan = 0, neN, (1)

takiego, ze ap, ..., ak—1 sa dane.

@ Mnozac réwnanie (1) przez Tk oraz dodajac stronami otrzymane réwnania dla n € N,
otrzymujemy réwno$¢ (szeregéw formalnych)

ntk ntk ntk
E Ak T + Uk E anik—1 T+ -+ E a, T""" =0.
neN neN neN

@ Zauwazmy, ze
> nen an ki TTH =T ankfl' apT" =T (A = Gk—i),
gdzie Gy_; := Zj<k7,.ajTj.
Zatem otrzymujemy
A= Gt uaT (A= Ge1)+-+u T (A—G)+uTk - A=0.
© Traktujac powyzsza réwnos¢ jako réwnanie z niewiadoma A, otrzymujemy

Gk + U1 TGy—1 + - 1 TF 71 Gy

A= .
14+ u T+ +wmT LTk
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Funkcje tworzace, przypadek jednorodny — przyktad

Zadanie
Znalez¢é funkcje tworzaca ciagu (a,) takiego, ze
ant3 = 4api2 — Sapt1 + 2ap, n €N, (2)

orazag=1,a =3ia =6.

Rozwigzanie

@ Mnozac réwnanie (2) przez T3 i dodajac otrzymane réwnania dla n € N, otrzymujemy
réwnos¢ (szeregéw formalnych)

Z a3 "% —4 Z an 2T +5 Z a7 -2 Z 2, T"3 =o.

nEN neN nEN nEN
@ Mamy
S ans T =A— (a0 +aT +2T°), S an2 T =T [A— (a0 +a T,
neN neEN
San T =T (A-2), Y aT"=T .4
neN nEN

Wykorzystujac powyzsze wzory oraz znajomos¢ ap, aj i az, otrzymujemy
A—(14+3T+6T%) —4T - [A—(L+3T)]+5T°-(A—-1)—2T°-A=0.
© Woyznaczajac A z powyzszego réwnania, otrzymujemy

1+6T +8T2

A= ——1 - 7
1—4T +5T2 273
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Funkcje tworzace, przypadek ogdlny, |

Niech F € C[T].
Znalezé funkcje tworzaca (a,) bedacego rozwiazaniem rekurencji

Apik + Uk—1ansk—1 + - - + woa, = F(n), n €N, (3)

takiego, ze ag, ..., ak—1 s dane.

Metoda — Czes¢ |

© Mnozac réwnanie (3) przez Tk oraz dodajac stronami otrzymane réwnania dla n € N,
otrzymujemy réwnos$¢ (szeregéw formalnych)

Z Ak T+ ey Z Bt T 4 0 00 b 1 Z g T = Z F(n) T,
neN neEN neEN neN

@ Podobnie jako poprzednio otrzymujemy

A= Gt 1T (A= Goy) + - +u TN (A= G) +upTH - A= F(n) T
neN
© Zatem
-~ Gk + uk—1 TGy + - - 1 TF71Gy T B
Tl uwmaT A+ m TR+ uTh 1w T+ -+ TE1 4 T

gdzie B:= 3" _\ F(n)T".

Grzegorz Bobinski (UMK) Matematyka dyskretna



Funkcje tworzace, przypadek ogdlny, Il

Niech F € C[T].
Znalezé funkcje tworzaca (a,) bedacego rozwiazaniem rekurencji

Apik + Uk—1anik—1 + - - + woa, = F(n), n €N,

takiego, ze ag, ..., ak—1 s dane.

Metoda — Czes¢ Il

Niech b, := F(n), n € N.
Wiadomo, ze ciag (b,) spetnia rekurencyjne

bnids1 + Vabpig + - -+ vob, =0, n €N,
gdzie d jest stopniem wielomianu F oraz v; := (—l)d“*"(dj.rl).
Poniewaz znamy by, ..., by—1, szereg B znajdujemy, stosujac metode opisana w przypadku
jednorodnym.
Podstawiajac znaleziong posta¢ funkcji B do wzoru
A= Gk+uk_1TGk_1+-~-u1Tk_lG1 Tk~B

T+ wa T+ +wmTH Tk 1+ T+ +u T4 Tk’

otrzymujemy odpowiedz.
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Funkcje tworzace, przypadek ogdlny — przyktad

Zadanie

Znalezé funkcje tworzaca ciagu (an) takiego, ze

ant2 = 3ap+1 —2a, — 2n+1, néeN, (4)

oraz ag =1ia; = 3.

Rozwigzanie
Czesé |
@ Mnozac réwnanie (4) przez T2 i dodajac otrzymane réwnania dla n € N, otrzymujemy
réwnos¢ (szeregéw formalnych)

N a2 T =33 T +23 2, 7™ = Y (20 + 1) T2

neN neN neN neEN
@ Podobnie jak w przypadku jednorodnym otrzymujemy
A—(A+3T)=3T - (A-1)+2T° - A=T".> (-2n+1)T".
neN
© Woyznaczajac A z powyzszego réwnania, otrzymujemy
1+6T T°.B

A= )
1—-3T+2T? * 1—-3T +2T2

gdzie B =37 _y(=2n+1)T".
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Funkcje tworzace, przypadek ogdlny — przyktad (c.d.)

Zadanie

Znalez¢é funkcje tworzaca ciagu (a,) takiego, ze apy2 = 3ap41 — 23, —2n+1, n € N, oraz ag = 1
i ay = 3.

Rozwigzanie (c.d.)
Czesé |
Mamy
1+6T T.B

A= )
1—-3T+2T72 1-3T+42T?

gdzie B =37 _\(=2n+1)T".
Czeéé Il
Niech b, := —2n+ 1, n € N.
Wiadomo, ze ciag (b,) spetnia rekurencyjne bpio — 2bni1 + b, =0, n € N.
Ponadto by = 1i by = —1.
Stosujac metode opisana przedstawiong w przypadku jednorodnym, otrzymujemy
B _ =31
1-2T + T2

Ostatecznie
14+6T T2 - 373

1—-3T +2T2 + (1 =274 T2)(1 —3T +272)°
Sprowadzajac do wspélnego mianownika, dostajemy

1+4T —10T%2 4373
(1 =27+ T2)(1 —3T +2T72)°

A =
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