Zestaw 3

7 Rozwigzywanie kongruencji
Teoria

Jesli n > 0 oraz a i b sa liczbami catkowitymi, to zapis @ = b (mod n)
oznacza, ze n | a — b, lub, rébwnowaznie, ze liczby a i b daja te sama reszte z
dzielenia przez n.

Naszym celem jest przedstawienie metody, ktéra dla danych liczb catko-
witych a i b oraz n > 0 znajduje wszystkie liczby catkowite z takie, ze

ar =b (mod n). (7.1)

1. Korzystajac z rozszerzonego algorytmu Euklidesa, znajdujemy liczby
catkowite k i [ takie, ze
d = ka+In,

gdzie d := ged(a,n).

2. Jesli d 1 b, to kongruencja (7.1) nie ma rozwiazania, a wiec odpowiedz
ma postac¢ xz € @.

3. Jedli d | b, to zastepujemy kongruencje (7.1) kongruencja

dr=b (modn'), (7.2)
gdzie
!/ a / b / n
= b = — = —
“T d "

(a wiec, méwiac obrazowo, ,dzielimy” wspotezynniki kongruencji (7.1)
przez d). Nastepnie mnozymy kongruencje (7.2) stronami przez k i
otrzymujemy kongruencje

r=kb (mod n').

Jesli r jest reszta z dzielenia kb przez n’, to rozwigzanie kongruen-
cji (7.1) ma postacé
r=r (modn').



Przyktad

Rozwazmy kongruencje
8z =12 (mod 22). (7.3)

7 rozszerzonego algorytmu Euklidesa otrzymujemy, ze
ged(8,22) =2 =38+ (—1) - 22. (7.4)
Poniewaz 2 | 12, wiec zastepujemy kongruencje (7.3) kongruencja
4dr =6 (mod 11).

Mnozac powyzsza kongruencje przez 3 (3 jest wspétczynnikiem przy 8 w
réwnosci (7.4)), otrzymujemy kongruencje

r =18 (mod 11).

Poniewaz reszta z dzielenia 18 przez 11 jest 7, wiec rozwigzanie kongruen-
cji (7.3) ma postaé
r=7 (mod 11).

Odpowiedzi do Zadania 7
(1) =6 (mod 7).

8 Rozwigzywanie ukladéw kongruencji
Teoria

Celem tej czedci jest przedstawienie metody rozwiazywania uktadow kongru-
encji, tj. znajdowania dla danych liczb catkowitych aq, ..., ag, b1, ..., by,
ny >0, ..., ng > 0 takich, ze liczby nq, ... ,n; sa parami wzglednie pierwsze
(tj. ged(ni, n;) = 1dlal <i < j <k), wszystkich liczb catkowitych x takich,

ze
ax =b; (mod ny), ..., apx =b (mod ng) (8.5)

(domyslnie pomiedzy kolejnymi kongruencjami znajduje sie spojnik ,i”).

2



Metoda I Pierwsza metoda jest najprostsza do przedstawienia, ale wy-
maga wykonywania operacji arytmetycznych na wigkszych liczbach.
Niech n bedzie iloczynem wszystkich liczb nq, ..., ng, tj.

N i=nq---Ng.

Dla:=1,...,k, niech

n
m; = —,
1
tj. m; jest iloczynem wszystkich liczb nq, ..., ni z wyjatkiem liczby n;.
Oczywiscie n;m; = n.
Dla kazdego i = 1,...,k mnozymy wspoélczynniki kongruencji a;x = b;

(mod n;) przez m; i w efekcie zastepujemy uktad (8.5) uktadem
miaix = myby  (mod n), ..., mpagr = mybr  (mod n).
Dodajac stronami powyzsze kongruencje, otrzymujemy kongruencje
ar =b (mod n),
gdzie
a = miaq + - - + Mgag 1 b:=miby + -+ myby,

ktora rozwigzujemy metodami opisanymi w poprzedniej czesci.

Metoda II Druga metoda pozwala na wykonywanie rachunkéw na mniej-
szych liczbach, kosztem wiekszej liczby wykonywan algorytmu Euklidesa.

W pierwszym kroku rozwiazujemy kazda z kongruencji a;x = b; (mod n;),
i=1,...,k, tj. zastepujemy uktad (8.5) uktadem

r=0b; (modn)), ..., z=0, (modn). (8.6)

Oczywidcie, jesli ktoras z wyjsciowych kongruencji jest sprzeczna, to sprzecz-
ny jest rowniez wyjsciowy uktad.

Wykonujac rozszerzony algorytm Euklidesa dla n i n}, znajdujemy liczby
catkowite k; i ko takie, ze

1= kln'l + kgné
(przypomnijmy, ze zalozenia implikuja, iz ged(n),n)) = 1). Wtedy uktad

kongruencji
r =15, (mod n)), r =by (mod nj)



jest rownowazny kongruencji
x = b (kanl) + by(kin)  (mod n)n}).
Iterujace powyzsze postepowanie — w drugim kroku zastepujemy uktad
x = by (kanb) + by (kiny)  (mod ninj), r =10, (mod nj),

jedna kongruencja (o ile oczywiscie jest to konieczne, tj. k > 2) — zastepujemy
uktad (8.6) kongruencja

r=V (modn)---n),

(dla pewnej liczby caltkowitej '), ktora stanowi rozwiazanie uktadu (8.5).

Metoda IT” Modyfikacja drugiej metody pozwala zastapi¢ uktad (8.6)
pojedyncza kongruencjg w jednym kroku. Podobnie jak w pierwszej metodzie,
niech

n =mnj--n (8.7)

oraz

, n
ml = (58)
dla:=1,... k.

Korzystajac k razy z rozszerzonego algorytmu Euklidesa, znajdujemy dla
kazdego i = 1,...,k liczby catkowite k; i [; takie, ze
Wtedy rozwiazanie uktadu (8.5) jest postaci

z=by(Lm)) + -+ 0. (Lkmy,)  (mod n'). (8.9)

8.1 Przyktad

Zilustrujemy teraz powyzsze trzy metody na przyktadzie uktadu

r=3 (mod5), 2r =4 (mod 6), 3r=1 (mod7).



Metoda I Mamy
n:=5-6-7=210
oraz
my =67 =42, my =57 =235, mg :=5-6 = 30.

Mnozac wspotezynniki wyjsciowych kongruencji przez 42, 35 i 30, odpowied-
nio, otrzymujemy uktad

42x =126  (mod 210), 70x =140 (mod 210), 90z =30 (mod 210).
Po dodaniu powyzszych kongruencji stronami dostajemy kongruencje

202z =296 (mod 210),
ktorej rozwiazanie ma postac

r =68 (mod 105).

Metoda II Rozwigzujac wyjsciowe kongruencje, otrzymujemy uktad
r=3 (mod5), r=2 (mod 3), r=5 (mod 7). (8.10)
Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa dla 5 i 3, otrzymujemy
1=ged(5,3)=(=1)-5+2-3,
zatem uklad (8.11) jest réwnowazny ukladowi
r=3-2-3+2-(—-1)-5=8 (mod 15), r=5 (mod7).
Stosujac ponownie rozszerzony algorytm Euklidesa, tym razem dla 15 1 7,

otrzymujemy, ze
1 =ged(15,7)=1-15+(—2) - 7,

wiec rozwigzaniem naszego uktadu ma postaé

r=8-(-2)-7+5-1-15=-37=68 (mod 105).



Metoda II’ Podobnie jak w przypadku drugiej metody zastepujemy
wyjsciowy uktad uktadem

r=3 (mod5), r=2 (mod 3), r=5 (mod7). (8.11)

Zgodnie ze wzorami (8.7) i (8.8) wyliczamy
n:=5-3-7=105
oraz,
my:=3-7=21, my =57 =35, my:=5-3=15.
zatem zgodnie ze wzorem (8.9) rozwiazanie naszego uktadu ma postaé
2=3-1-21+2-(—1)-35+5-1-15=68 (mod 105).
Odpowiedzi do Zadania 8
(1) x =163 (mod 252).

(2) = =713 (mod 1320).
(3) x =409 (mod 693).
(4)



