Zestaw 8

Rekurencje
Teoria

Méwimy, ze ciag (ay) liczb zespolonych spehia rekurencje liniowa rzedu 7,
jesli istnieja liczby zespolone ¢y, ..., ¢, oraz ciag (b,) takie, ze ¢y # 0 oraz

Qptr = Cr—10ntr—1 T Cr—20pyr—2 + =+ + Colp + bn (1>

dla kazdej liczby naturalnej n. Gdy b,, = 0 dla kazdej liczby naturalnej n, to
mowimy, ze powyzsza rekruencja jest jednorodna.

Jedli znamy poczatkowe wartodci wyrazéw ciagu (a,), tj. ag, ..., Gr_1, tO
powyzsze warunki jednoznacznie wyznaczaja ciag (a,). Przedstawimy teraz
metode rozwiazywania powyzszej rekurencji, tj. znalezienia wzoru (zwanego
wzorem jawnym), ktéry pozwala na wyliczanie wartosci wyrazu a,, bez ko-
niecznosci wyliczenia wartosci wszystkich wczesniejszych wyrazow. Metoda
ta moze by¢ stosowana w sytuacji, gdy ciag (b,) jest zadany wielomianem,
tzn. istniejg liczby zespolone wuyg, ..., ug takie, ze

d d-1
by, = ugn® +ug_1n" "+ -+ up

dla kazdej liczby naturalnej n.
Metoda, o ktérej mowa, sktadaé sie bedzie z trzech etapow:

[. Wyznaczenie pierwiastkow wielomianu charakterystycznego.
II. Wyznaczenie rozwigzania pomocniczego.
III. Wyznaczenie wzoru jawnego.

Ponizej zostana oméwione poszczegdlne etapy.

I. Wyznaczenie pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego
Wielomianem charakterystycznym rekurencji (1) nazywamy wielomian

X(t) =t =t = gt" — - — .

Zauwazmy, ze ciag (b,) nie ma wplywy na postaé¢ wielomianu charaktery-
stycznego. W kroku pierwszym wyznaczamy pierwiastki wielomianu x(t), a
wiec liczby zespolone A takie, ze x(A\) = 0. Aby omawiana metoda mogla
by¢ skutecznie zastosowana, musimy by¢ w stanie wyznaczy¢ wszystkie pier-
wiastki wielomianu x(t), a wiec liczba wyznaczonych pierwiastkow liczonych
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z krotnosciami musi by¢ réwna r. Innymi stowy, jesli Ay, ..., \; sa wszyst-
kimi parami réznymi pierwiastkami wielomianu x(¢) krotnosci ki, ..., k
odpowiednio, to musi zachodzi¢ réwnosé

kit oo+ k=

II. Wyznaczenie rozwigzania pomocniczego
W tym kroku wyznaczamy rozwiazanie pomocnicze rekurencji (1), tj. ciag
(a),) taki, ze
Upip = Cro1lp g + Gzl 5+ + Coty + by (2)
Tym co rézni ciag (al) od ciagu (a,) jest fakt, ze nie musi on spelniaé
warunkéw poczatkowych, tzn. nie musza zachodzié¢ réwnosci ay = ag, @} = aq,
..y a._; = a,_1. Krok IT mozna pominaé, gdy rekurencja (1) jest jednorodna
(przypomnijmy, ze oznacza to, iz b, = 0 dla kazdej liczby naturalnej n), gdyz
latwo widaé, ze w tym przypadku mozemy przyjaé a,, = 0 dla kazdej liczby
naturalnej n.

Aby wyznaczy¢ ciag (a],) korzystamy z twierdzenia, ktére méwi, ze mo-
zemy go szuka¢ w postaci

al, =nF - (vgn® + vg 4 om + vg) (3)
dla pewnych liczb (niewiadomych) vy, ..., vg, gdzie k jest (wyznaczonym w

kroku I) stopniem liczby 1 jako pierwiastka wielomianu y(t) (w szczegdlnosci
= 0, gdy 1 nie jest pierwiastkiem wielomianu x(¢)) oraz d jest stopniem
wielomianu opisujacego ciag (b,). Podstawiamy wyrazenia ze wzoru (3) do
wzoru (2) — zauwazmy, ze wzor (3) oznacza, iz
apr =M+ 1D (valn+ D"+ vg(n+ D4+ o(n+ 1) + ),
s = (n+2)" - (Va(n +2)" +var (0 +2)T -+ oi(n +2) + ),

ayyp = (41" (va(n+7)" +vg(n+ )" 4 oi(n 1) + o).

Po uporzadkowaniu otrzymanych wyrazen (w tym przeniesieniu wszystkich
wyrazéw zawierajacych niewiadome na lewa strone réwnosci), otrzymujemy
rownosé postaci

fan® + faon® 7t + oo+ fin+ fo = by = ugn® + ug_n® 4+ - 4 ug, (4)

gdzie
fi:fi(’ljo,...,vd), izO,l,...,d,



sa pewnymi wyrazeniami zaleznymi od niewiadomych vy, ..., vg (oraz liczb
Coy - -+, Cr_1). Poniewaz réwnosé (4) zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych
n, wiec oznacza to, ze

fi(vo, ... vq) =y
dla kazdego i = 0,1, ...,d. Otrzymujemy w ten sposéb uktad d+ 1 rownan z
d + 1 niewiadomymi. Rozwiazujac ten uktad rownan, wyznaczamy wartosci
niewiadomych v, ..., v4, a wiec ciag (al,).

I1I. Wyznaczenie wzoru jawnego
7 wyktadu wiadomo, ze poszukiwany cigg jest postaci

Ay = CL;L + /11171)\? + MLQ’H)\? + -+ ,ul?klnkl’le
e oA anAT e P TIA (5)
Przypomnijmy, ze

e )\, ..., )\ s pierwiastkami wielomianu charakterystycznego wyznaczo-
nymi w kroku I,

e ki, ..., k; sa krotnosciami powyzszych pierwiastkow,
e (al) jest rozwigzaniem pomocniczym wyznaczonym w kroku II.

Gdy rekurencja jest jednorodna, to mozemy przystapi¢ do kroku III z po-
minieciem kroku II i w tym przypadku przyjmujemy a,, = 0. Zauwazmy, ze
w powyzszym wzorze kazdy pieriwastkek \ pojawia si¢ tyle razy ile wynosi
jego krotnosé: za kazdym razem we wzorze mamy A", przy czym i-te wysta-
pienie jest dodatkowo przemnozone przez n'~!, a wiec odpowiedni sktadnik
ma postaé¢ puni~t\".

Podstawiajac do wzoru (5) kolejnon = 0,1, ...,r—1, otrzymujemy uktad
n rownan z n niewiadomymi p; ;. Rozwigzujac ten uktad wyznaczamy warto-
Sci niewiadomych p; ;, a co za tym idzie znajdujemy wzér jawny ciagu (ay).

Przyktad I (rekurencja jednorodna): Zadanie 1(e)

Krok I
Wielomianem charakterystycznym rekurencji

Qi3 = 4ap40 — day1 + 2a,

jest wielomian
x(t) = > —4t* + 5t — 2.

Pierwiastkami powyzszego wielomianu sg 1 (pierwiastek dwukrotny) oraz 2
(pierwiastek jednokrotny).



Krok 11
Pomijamy, gdyz rekurencja jest jednorodna.

Krok II1
Wiemy, ze
an:ulln—i—ﬂgnl”—l—m,Q"

Podstawiajac do powyzszego wzoru n = 0, 1, 2, otrzymujemy uktad réwnan

H1 + M3 = 37
pi o+ ope + 2pu3 = 3,
P+ 2pe + dps = 4

Rozwiazaniem tego uktadu rownan jest trojka liczb
(:ulv 2, ,u3) = (27 _17 1)7
a wiec otrzymujemy wzor

a, =2—n+2"

Przyktad II (rekurencja niejednorodna): Zadanie 2(d)

Krok I
Wielomianem charakterystycznym rekurencji

Apt2 — Apy1 — 6a, = —6n + 1

jest wielomian
x(t) =t* —t—6,

ktérego pierwiastkami (jednokrotnymi) sg 3 oraz —2.

Krok IT
Poniewaz 1 nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego oraz b, =
—6n + 1 jest wielomianem stopnia 1 (od n), wigc szukamy ciagu (al,) postaci

/ 0
a, =n°(vin +vg) = vin + vy
spetiajacego warunek
a . ,—a, ., —6a =—6n+1
n+2 n+1 n :

Podstawiajac wzory na a), . ,, al,,, i a;, do powyzszej réwnosci, otrzymujemy
rownosé

[v1(n +2) 4+ vg] — [v1(n + 1) + v] — 6[vin + vo] = —6n + 1,
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skad po przeksztatceniach mamy
—6vin + (v; — 6vg) = —6n + 1.
To oznacza, ze liczby vy i vy sa rozwiazaniami uktadu rownan
{ —6v; = —6
vy, — 6y = 1

zatem v; = 11 vg = 0. Ostatecznie

Krok III
Z rachunkéw wykonanych w poprzednich krokach wynika, ze ciag (a,) jest
postaci

an = pi1 - 3" + po - (=2)" +n.

Podstawiajac n = 0, 1, otrzymujemy uktad réwnan

pio+ o pe = 3
3/111—2,11124‘1:5

ktérego rozwiazaniem jest para (pg, o) = (2,1). Ostatecznie

anb=2-3"4+(=2)"+n.

Odpowiedzi do Zadania 1
(a) a, =2"+3".

() an = =2 (5+08)" + 50 (3 - )"
(¢) an=1+2-(=1)"+3-2"

Odpowiedzi do Zadania 2
(a) a, =6-2"—n?—3-n—6.
(b) ap = 7= - (=3)" " + In+ 2.
(c) ap=2""%—n?—4.n-3.
() ap=(n+1)-2"+1.
(f) ap = (Tn—3)-3"" —n+2.
)

(g) apn=(—n+3)-2" —n—3.



OdpowiedZz do Zadania 8

Jesli a,, jest maksymalna liczba podziatléw plaszczyzny przy pomocy n okre-
gbw, to
Ay = n?—n+2

dlan > 1.
Wskazowka. Uzasadnié, ze ciag (a,) speknia rekurencje

Gpi1 = Gy + 20

dlan > 1.

OdpowiedZz do Zadania 9
Jesli

Spi=14 42+ 4 (n—1)* + 0t
to

1,5 1,4 1,3 1
Sp = zN° 4+ 5N° 4+ 3n° — N

Wskazowka. Ciag (s,) spelia rekurencje

sn+1—5n:n4+4n3+6n2+4n+1.

Odpowiedzi do Zadania 10
(a) ap=32n*(n—1)dlan>1.
Wskazowka. Zastosowaé podstawienie a,, = nb,, dla n > 1.

(b) a, = (2" +3") dlan > 1.
— bn

Wskazowka. Zastosowaé podstawienie a,, = 2 dla n > 1.



