Zestaw 9

Funkcje tworzace

Definicja

Jesli (ay,) jest ciagiem liczb zespolonych, to szereg
A=ag+a,T+aT?*+-- - +a,T"+---

nazywamy funkcja tworzaca (badZz generujaca) ciagu (a,). W $wietle infor-
macji z wyktadu, funkcja tworzaca jest szczegdlnie uzyteczna w sytuacji, gdy
potrafimy ja przedstawi¢ jako iloraz dwoch wielomianéw. Ponizej przedsta-
wimy metode znajdowania funkcji tworzacych dla ciggdéw, ktore spetniaja
roOwnania rekurencyjne.

Funkcje tworzace ciggéw okreslonych rekurencyjnie

Przypusémy, ze ciag (a,) jest spetnia rekurencje
Aptr = Cr—10n4r—1 + Cr—20n4r—2 + -+ oy + f(n)7 n Z 07 <1)

gdzie f € C|[T] jest wielomianem. Opiszemy metode znajdowania funkcji
tworzacej A ciagu (ay).

Mnozac réwnanie (1) przez T"*" dla kazdego n > 0, otrzymujemy réw-
nosci

anJrrTnJrr = Cr71&n+r71Tn+T + Cr72an+r72Tn+T
+ ot coa, TV 4 f(n)T n > 0.

Sumujac powyzsze rOwnosci stronami, otrzymujemy rownosé szeregow

00 00 0

n+r __ n-—+r n—+r
E an+rT =Cr1 E an+r—lT + Cr—2 E an—l—r—QT
n=0 n=0 n=0

+ -+ Z anTn-H" + Z f(n)Tn+T. (2)
n=0 n=0

Zauwazmy, ze
Z an+rTn+r = Z amn T = A — Frfla
n=0 m=r
gdzie
F,=ay+a, T+ -+ a,TF



dla k € N (zauwazmy, ze Fy jest wielomianem). Podobnie,

DT =Ty e a T =T (A= Fo),
n=0

n=0
Z an-&—T—QTn—H" = T2 : Z a'n+r—2Tn+T = T2 : (-’4 - Fr—3)7
n=0 n=0
Zan_HTn—H” — 71, (./4 _ FO)a
n=0
Z a, """ =T"- A.
n=0

Podstawiajac powyzsze wzory do réwnosci (2), otrzymujemy réwnosé
A - F,«_l = CT_lT : (A - FT_2> + CT_QTQ . (A - FT_3)

ot (A= o)+l A+ ) f(n) T

n=0

Traktujac powyzszg réwnosé jako rownanie z niewiadomsg A, otrzymujemy,
ze

A= Fooi—c,qTF, 5 — ¢, 3T?°F, 35— — iT" ' Fy
B 1-— Cr_lT — CT_2T2 — s — ClTT_l — C(]TT
T .
™. (3
* 1-— Cr—lT — CT_QTQ — = clTT—l — C()TT nZ:O f(n) ( )

W powyzszym wzorze wykorzystujemy, ze w pierscieniu szeregéw mozna dzie-
li¢ przez wielomiany, ktére maja niezerowy wyraz wolny. Jesli bedziemy po-
trafili przedstawi¢ w postaci ilorazu wielomianéw szereg » >, f(n)T", to
powyzszy wzor da nam rozwigzanie wyjsciowego problemu. Kwestie przed-
stawienia w postaci funkeji wymiernej szeregu Y>> f(n)T" oméwimy po-
nizej, teraz zauwazmy, ze jesli wyjsciowa rekurencja jest jednorodna, a wiec
f(n) = 0 dla wszystkich n, to wtedy oczywiscie Y _, f(n)T™ = 0 i otrzy-
mujemy wzor

A Fooi— e aTF s — ¢, 0T°F 5 — - — /T F
N 1-— Cr_lT — CT_QTQ — e — ClTT_l — C()TT '

Zilustrujemy powyzsze rozwazania przyktadem.



Zadanie 1.1(a)

Znajdziemy funkcje tworzaca A ciagu (a,) spelniajacego réwnanie rekuren-
cyjne
Qpio = Dy, — 6ay, n >0, (4)

z warunkami poczatkowymi ag = 2 1 a; = 5. Mnozac rekurencje (4) przez
T2, otrzymujemy réwnosci

Unpo T2 = B5a, 1 T2 — 6a, T2, n > 0.

Dodajac stronami powyzsze rownosci, otrzymujemy rownanie

Z UnioT" T2 =5 Z U T2 — 6 Z a, T""2. (5)
n=0 n=0 n=0
Zauwazmy, ze
> T = 3T = 3 0T — (a0 nT) = A (2457),
n=0 m=2 m=0
Y 4T =T T =T a,T"
n=0 n=0 m=1

:T~<Zame—a0> —T.A—2T
m=0

oraz
i a, "% =T2. i a,T" = T?A.
n=0 n=0

Podstawiajac powyzsze wzory do réwnania (5), otrzymujemy réwnanie
A—2—5T =5TA— 10T — 617 A4,

z ktérego wyliczamy
2—-5T

A= 1 - 5T + 672

Ciagi wielomianowe

Niech f € C[T] oraz b, = f(n), n € N. Chcemy przedstawi¢ w postaci funk-
cji wymiernej funkcje tworzaca B ciagu (b,). Z wyktadu (Twierdzenie 3.7)
wynika, ze ciag (b,) spelnia réwnanie rekurencyjne

bntdas1 + Cybnra + -+ -+ coby = 0, n =0,

3



gdzie d jest stopniem wielomianu f oraz ¢, := (—1)*1=%(“*"). Zatem funk-
cje tworzaca B mozemy policzy¢ w analogiczny sposob jak wyzej. Poniewaz
wzor (3) mozemy zapisa¢ w postaci

A= Frfl - CrflTFT72 - Cr72T2Fr73 - ClTT_lFO
N 1-— Cr—lT — Cr_gT‘2 — = ClTrfl — CQTT
Tr
+ B,
1— CrflT — CT72T2 — s — clT’"—l — C()TT

wiec pozwala to wyliczy¢ wzoér na funkcje A.

Zadanie 1.2(a)

Znajdziemy funkcje tworzaca A ciagu (a,) speliajacego réwnanie rekuren-
cyjne

an+1—an:n2+n+2, n >0,
z warunkiem poczatkowym ay = 0. Postepujac podobnie jak pierwszym przy-
ktadzie (mnozac powyzszy wzoér przez T™ dodajac otrzymane réwnosci
stronami i przeksztatcajac otrzymane rownanie), dostajemy, ze

T o
=57 (P n+ 2T

n=0

Niech b, := n%? +n + 2, n > 0, oraz B bedzie funkcja tworzaca ciagu (b,).
Poniewaz n? + n + 2 jest wielomianem stopnia 2, wiec zgodnie z tym co
napisaliSmy wczesniej, ciag (b,) spelnia réwnanie rekurencyjne

bn+3 - 3bn+2 + 3bn+1 - bn = 07 n > 07

gdyz (—1)°72(3) = =3, (-1)37(%) =31 (=1)>°(}) = —1. Poniewaz by = 2,
by =41 by = 8, wiec stosujac ponownie opisang wczesniej metode (mnozac
powyzszy wzér przez T3, dodajac otrzymane réwnoéei stronami i prze-

ksztalcajac otrzymane réwnanie), otrzymujemy, ze

_2-2T+27?
- 1—-3T+3T2-1T3"

B

Zatem
2T — 2T?% + 273

A= (1—2T)(1— 3T + 372 — T3)°




Odpowiedzi do Zadania 1

1(b)

_ I
1-T+T?"

6-—7T—T2

1-2T—T?+42T3*

3—4T

1—-4T+4T2"

3974772

1-4T+5T2—-2T3 "

T

(I—T)(1+2T—3T2)"

1-5T+1072—4713

(1—2T)(1—3T+3T2—-T3) "

3—4T—5T3

(I—T—6T?)(1—2T+172) "

2—5T44T3

(1I—AT+4TH(1-T) "

1-3T+15T72—-1773

(1—6T+9T2)(1—2T+T2)"

—T24273

(1—6T+12T2—8T3)(1—2T+T2)"



