Zestaw 5

Podstawowe obiekty kombinatoryczne

Przypomnimy w skrocie najwazniejsze obiekty kombinatoryczne.

Permutacja

Permutacja zbioru n-elementowego X to kazda bijekcja [1,n] — X. Inny-
mi stowy, permutacja zbioru X to ustawienie wszystkich elementow zbioru
X w ciag bez powtérzen. Jest n! (czytamy n silnia) permutacji zbioru n-
elementowego, gdzie n! jest iloczynem wszystkich liczb catkowitych od 1 do
n, tzn.

nl:=1---n,

przy czym zgodnie z umows iloczyn pusty jest réwny 1, a wiec 0! := 1.
Rekurencyjnie n! mozna zdefiniowaé¢ nastepujaco:

e 1 gdy n =0,
. (n—1!n gdyn>0.

Konieczno$é zliczania permutacji pojawia sie¢ w zadaniach, w ktérych na-
lezy ustawi¢ elementy jakiego$ zbioru w ciag. Na przyktad, odpowiedzia w
zadaniu:

Na ile sposobow 10 studentow moze wejs¢ do sali?

jest 10! (oczywiscie, jezeli dwa ,sposoby” wejscia uwazamy za rézne wtedy i
tylko wtedy, gdy studenci wchodza w innej kolejnosci).

Kombinacje

Jedli k jest nieujemng liczba catkowita, to k-elementows kombinacja zbioru
X nazywamy kazdy k-elementowy podzbior zbioru X. Innymi stowy jest to
wciag” ztozony z k parami roznych elementéw zbioru X, w ktérym niewazna
jest kolejnos¢ elementéw — stowo ,ciag” jest w cudzystowie, gdyz whasciwe
uzycie stowa cigg implikuje, ze kolejnos¢ elementéw ma znaczenie.

Aby podaé¢ wzor na liczbe k-elementowych kombinacji zbioru n-elemen-
towego, nalezy wprowadzi¢ symbol Newtona n nad k oznaczany (Z) i defi-

niowany wzorem
(”>.: T edy 0<k<n,
K 0 gdy k > n.



W powyzszej definicji k i n sa nieujemnymi liczbami catkowitymi.

Kombinacje pojawiaja sic w zadaniach, w ktérych wybieramy okreslong
liczbe elementow ustalonego zbioru, nie zwracajac uwagi na ich kolejnosé.
Przyktadowo, jesli zadanie brzmi

Prowadzqcy zdecydowal, zZe zaliczenie otrzyma polowa studentow
sposréd 10-cio osobowej grupy. Na ile sposobow mozna wybrac
studentow, ktorzy otrzymajg zaliczenie?

to odpowiedZ brzmi (150) = 252.

Wariacje bez powtorzen

Jesli k£ jest nieujemna liczba catkowita, to k-elementowa wariacja bez po-
wtérzen zbioru X nazywamy kazda réznowartosciowa funkcje [1, k] — X, tj.
ciag k parami réznych elementow zbioru X. W tej sytuacji stowo cigg nie
wymaga cudzystowu, gdyz kolejnos¢ elementéw ma w przypadku wariacji
znaczenie. Okreslenie ,bez powtérzen” jest zwigzane z réznowartosciowoscia
rozwazanych funkcji. Zauwazmy, ze jesli k jest liczba elementéw zbioru X, to
k-elementowe wariacje bez powtoérzen zbioru X sa tym samym co permutacje
zbioru X.

Permutujac k-elementowe kombinacje, widzimy, ze kazda k-elementowa
kombinacji wyznacza k! réznych wariacji bez powtorzen. Zatem, mamy

()

k-elementowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego. Oczywiscie
takich wariacji jest 0, gdy & > n. W przeciwnym wypadku, przeksztatcajac
powyzszy wzOor, otrzymujemy wyrazenia

n!
(n—k)!

Szczegoblnie ostatni wzor ma naturalna intuicyjng interpretacje: pierwszy ele-
ment naszego ciagu mozemy wybraé¢ na n sposobéw, drugi na (n — 1) sposo-
bow, itd. W szczegdlnosci ostatni, k-ty element wybieramy w momencie, gdy
zostato nam jeszcze n — (k — 1) = n — k + 1 elementéw do wyboru.

Przyktad zadania, w ktérym mozna wykorzysta¢ powyzsze pojecie jest
nastepujacy:

W zawodach brato udzial 10 zawodnikéow. Na ile sposéb mozina
rozdzieli¢ pomiedzy nich medale (zloty, srebrny i brazowy)?

oraz n-(n—1)---(n—k+1).

Oczywiscie musimy w tym przypadku policzy¢ ile jest 3-elementowych waria-
c¢ji bez powtorzen zbioru 10-elementowego, a wiec otrzymujemy 10-9-8 = 720.



Wariacje z powtorzeniami

Jak tatwo zgadna¢ w przypadku wariacji z powtorzeniami rezygnujemy z
roznowarto$ciowosci rozwazanych funkcji, a wigc k-elementowa wariacja z
powtdrzeniami zbioru X to funkcja [1, k] — X, czyli ciag dlugosci k ztozony
z (niekoniecznie réznych) elementéw zbioru X. Latwo zauwazy¢, ze jesli X
ma n elementéw, to takich ciagéw jest n* — kazdy z k wyrazéw ciggu mozemy
wybraé ze zbioru X na n sposobdéw.

Przyktad zadania to:

Student ma do zaliczenia 5 przedmiotow, z kazdego z nich moze
otrzymac jedng z czterech ocen: 2, 3, 4 i 5. Ile jest mozliwych
roznych zestawow ocen?

Odpowiedz brzmi 4° = 1024, przy czym oczywiscie, jesli jeden student do-
stanie z kolejnych egzaminow oceny 5, 4, 3, 21 5, a drugi 2, 3, 4, 51 5, to
zestawy uwazamy za rozne — aby uznaé¢ zestawy ocen za identyczne, to z
kazdego przedmiotu oceny musza by¢ takie same.

Etapy, przypadki, dopelnienie

W zadaniach kombinatorycznych czesto nie wystarczy ograniczy¢ sie do bez-
posredniego wykorzystania jednego z powyzej opisanych typow obiektu kom-
binatorycznych. Aby mozna bylto wykorzystaé powyzsze ,standardowe” obiek-
ty, czasami konieczne jest roztozenie oryginalnego problemu na bardziej ele-
mentarne podproblemy. Dwie wykorzystywane w tym celu techniki mozna
okresli¢ nazwami: podzial na etapy i podziat na przypadki.

Etapy

7, podzialem na etapy mamy do czynienia, gdy procedura zliczania intere-
sujacych nas obiektéw w naturalny sposob sktada sie z kilku krokéw (czyli
etap6w). Aby ta technika mogta by¢ zastosowana, wazne jest, aby liczba wy-
borow w kolejnych etapach nie zalezata od wyboréw dokonanych na etapach
wezesniejszych (podkreslmy wyraznie, ze niezalezna od wezesniejszych wybo-
réw ma by¢ liczba mozliwosci). Jesli powyzszy warunek jest spetniony oraz
procedura sktada si¢ z m etapéw takich, ze na etapie pierwszym mozemy
dokona¢ ny wyboréw, na etapie drugim mozemy dokonaé¢ ns wybordw, itd.
(a wiec na m-tym etapie mozemy dokonaé n,, wyboréw), to taczna liczba
obiektow wynosi
M1 -No -+ Nyp.



Przyktadami zastosowania powyzszego schematu sa wzory na liczby wa-
riacji (z powtérzeniami lub bez). W obu przypadkach i-ty etap odpowiadat
wyborowi i-tego elementu ciaggu. W prostszym przypadku wariacji z powto-
rzeniami moglismy to zrobi¢ na n sposdébow, wiec otrzymywaliSmy wzor

n---n=nk

N——
k razy

W przypadku wariacji bez powtérzen wybor na i-tym etapie zalezal od wy-
boréw dokonanych na wezedniejszych etapach. Nie mniej istotne okazywato
sie tylko, ze wybraliSmy juz ¢ — 1 elementéw, wiec i-tego wyboru mogliSmy
dokonaé na n — (i — 1) sposéb. Zgodnie z powyzsza reguta daje to wzér

n-(n—=1--(n—=(>GE=-1))-(n-(k=-1))

Przyktad zadania wykorzystujacego powyzszy sposodb rozumowania jest
nastepujacy:

W szkolnym turnieju siatkowki biorg udzial druzyny zlozZone z

3 dziewczgt © 3 chlopcow. Na ile sposobow mozna wybraé druzyne

z 28-0soboweyj klasy, w ktorej jest 15 dziewczqt?
Odpowiedz to (%) - ('}) = 455 - 286 = 130130 — w pierwszym kroku (etapie)
wybieram 3 dziewczyny sposrdd 15, a nastepnie 3 chtopcow sposrod 28 —15 =
13.

Przypadki

Druga technika stosowang czesto w rozwigzywaniu zadan kombinatorycznych
jest podziat na przypadki. Ogdlnie mozna powiedzie¢, ze pojawia sie on,
gdy chcemy policzy¢ liczbe elementow zbioru X, ktory jest suma roztaczna
zbiorow Xy, ..., X,,. W takiej sytuacji

[ X = [Xa] 4 - 4 [Xonl.

Przyktadem, w ktérym mozna zastosowaé sie powyzszy schemat, jest na-
stepujace zadanie:

W szkolnym turnieju przeciggania liny biorg udzial druzyny ztozo-
ne z 3 dziewczgl lub z 2 chlopcow. Na ile sposobéow mozna wybraé
druzyne z 28-osobowej klasy, w ktorej jest 15 dziewczqt?



OdpowiedZ brzmi (135

druzyne ztozong z dziewczat, to mamy (

) + () = 455 + 78 = 533 — jesli zdecydujemy si¢ na
135) mozliwosci wyboru, w przypadku
druzyny chtopcow jest ich (123).

Czesto podziatl na przypadki taczony jest z podziatem na etapy. Dodat-
kowo nie musi on wynika¢ bezposrednio z tresci zadania (jak powyzej), ale

ze sposobu rozumowania. Przyktadem odpowiedniego zadania jest:

Duwie klasy postanowity stoczyé bitwe na sniezki. W jednej klasie
jest 28 uczniow, w drugiej 30. Aby zapewnicé réwne szanse, usta-
lono, zZe z kazdej klasy w zabawie bedzie mogla wzigé udziat taka
sama liczba uczniow. O ostatecznej liczbie uczestnikow maieli zde-
cydowaé uczniowie pierwszej klasy (uczniowie drugiej klasy mieli
wybraé miejsce potyczki). Na ile sposobow mozna wybraé uczniow
uczestniczgeych w bitwie?

Mozna zauwazy¢, ze procedura wyboru przebiega w dwdch etapach: naj-
pierw swoja reprezentacje wybiera pierwsza klasa, potem druga. Przy zato-
zeniu, ze co najmniej jeden uczen z kazdej klasy musi uczestniczy¢ w bitwie,
pierwsza klasa moze wybraé swoja reprezentacje na 22 — 1 sposobéw — 228
to liczba wszystkich podzbioréw zbioru 28-elementowego, ale nalezy sposréd
nich odrzuci¢ zbiér pusty. Nie ma jednak mozliwosci prostego zastosowania
schematu z etapami, gdyz liczba wyborow, ktére ma druga klasa, zalezy od
liczby osob, ktére wybrata pierwsza klasa: jesli pierwsza klasa wybrata 1 oso-
be, to druga moze wybra¢ reprezentacje na 30 sposobéw, gdy wybrano 2
osoby, to na (320) sposobow, itd.

Powyzsze rozumowanie sugeruje, ze nalezy rozwazy¢ przypadki: dla ¢ =
1,...,28 przypadek i-ty obejmuje sytuacje, w ktérych w bitwie bedzie brato
udziatl po ¢ uczniéow z kazdej z klas. W takim przypadku mozliwosci jest
(**) - (%), zatem wszystkich mozliwosci jest

| ) ) )

28 30 N 28 30 L
1 1 2 2
Wréémy na chwile do poprzedniego zadania i policzmy jeszcze raz, na ile

Dopelnienie

sposobéw mozna wybraé (niepusta) reprezentacje z 28-osobowej klasy. Po-
niewaz liczba reprezentantéw moze si¢ zmienia¢ od 1 do 28, wiec rozpatrujac
odpowiednie przypadki, otrzymujemy sume

() () () =+ (3)



7, drugiej strony, te sama wielkos¢ mozna policzy¢ w sposéb opisany wczesniej
i otrzymac 2% — 1. Zauwazmy przy okazji, ze uzasadniliémy wtasnie w sposéb
kombinatoryczny rownosé

) (3 () ()

ktora jest tez konsekwencja wzoru dwumiennego Newtona.

Powyzsza sytuacja jest ilustracjg reguly, ze czasami tatwiej jest policzy¢
,zte” obiekty i odjac je od liczby ,wszystkich” obiektéw, aby otrzymaé licz-
be ,dobrych” obiektéw. Innym przyktadem zastosowania tej obserwacji jest
nastepujace zadanie.

7 28-o0sobowej klasy, w ktorej jest 15 dziewczgt i 13 chlopcow, na-
lezy wybrac 10-0sobowq reprezentacje, w ktorej bedzie co najmniej
jedna dziewczyna i co najmniej jedne chiopak.

Liczac wprost, musimy rozpatrze¢ przypadki zalezne od liczby dziewczat

w reprezentacji. Takich przypadkéw jest dziewieé: jedna dziewczyna, dwie
dziewczyny, ..., dziewig¢¢ dziewczyn. Temu rozumowaniu odpowiada suma

15 13 n 15 13 T 15 13
1 9 2 8 9 1)
Mozna jednak réwniez zauwazy¢, ze mozemy tacznie wybrac (fg

tacji 10-osobowych, z ktérych jednak (}g) nie ma swoim sktadzie chtopaka,
a Gg) dziewczyny, a wigec dostajemy odpowiedz

I R GG
() () () () ()-()-()-()

ktora w powyzszy sposob uzasadniliSmy, jest szczegdlnym przyktadem za-

stosowania wzoru Chu-Vandermonde’a, ktory znajduje si¢ w notatkach z
wyktadu.

) reprezemn-

Podsumowanie

7 powyzszych rozwazan warto zapamietaé¢ nastepujace reguty:
e jesli w rozwazaniach pojawiaja sie przypadki, to nalezy dodac otrzy-

mane w nich wyniki;

e jesli w rozwazaniach pojawiaja sie kroki (etapy), to (przy speieniu
odpowiednich warunkéw) nalezy wymnozy¢ otrzymane w nich wyniki.



