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MATEMATYKA DYSKRETNA

Bedziemy korzysta¢ z nastepujacych oznaczen dla zbioréw liczbowych:

e symbolem Z oznaczaé bedziemy zbior liczb catkowitych,
e symbolem N oznaczaé¢ bedziemy zbior liczb catkowitych nieujemnych,

e symbolem N, oznacza¢ bedziemy zbior liczb catkowitych dodatnich,

jesli ¢,7 € Z, to

li,j] ={k€Z:i<k<j})

jesli ¢ € Z, to
[i,00={k€Z: i<k}

Jeslin € Nix,...,x, € Z, to dla kazdej liczby k € [0,n] definiujemy
wyrazenia Y ;g @i 1 [ [icq 4 2 wzorami

jesli k = 0,

T; = o
Z {(Zie[l,k_u 331> +x, jesli k>0,

1€[1,k]

jedli k = 0,

T = .
zel[_llk {(Hie[l,k—l] ml> ~xp jesli k > 0.
Jesli I jest zbiorem skonczonym oraz F : I — C jest funkcja, to definiujemy

Y F(i)= Y Flo(j i J[FG@ = ][ Fe()

i€l JeL ] = JelL, ]

gdzie o : [1,|I|] — I jest ustalona bijekcja (powyzsze definicje nie zaleza od
wyboru bijekcji o).
Ogolniej, jesli I jest zbiorem i F' : I — C jest funkcja taka, ze |1y| < oo, gdzie

= {iel:F(i)+£0}

(funkcje takie bedziemy nazywaé¢ SUMOWALNYMI), to definiujemy

D F(i) =) F(i)

el ST

i
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Analogicznie, jesli I jest zbiorem i F' : [ — C\ {0} jest funkcja taka, ze
11| < o0, gdzie
I :={iel:F()#1},

(funkcje takie bedziemy nazywaé¢ WYMNAZALNYMI), to definiujemy

[[FG =] Fe)

i€l 1€l

Zauwazmy, ze jesli I jest zbiorem, F' : [ — N, z; € N\ {0,1}, i € I, oraz
funkcja G : I — N dana jest wzorem

G@i) =2 (e,

to funkcja F' jest sumowalna wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja G jest wymna-
zalna.

il



MATEMATYKA DYSKRETNA

1. ELEMENTY TEORII LICZB
1.1. TWIERDZENIE O DZIELENIU Z RESZTA

DEFINICJA.
Niech a i b beda liczbami catkowitymi. Mowimy, ze LICZBA a DZIELI LICZBE
b, jesli istnieje liczba catkowita k taka, ze b =k - a.

UWAGA.
Jesli a i b sg liczbami catkowitymi i a # 0, to liczba a dzieli liczbe b wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba g jest catkowita.

OZNACZENIE.
Jesli liczba catkowita a dzieli liczby catkowita b, to piszemy a | b.

PRZYKLAD.
2| 4.

OZNACZENIE.
Jesli liczba catkowita a nie dzieli liczby catkowitej b, to piszemy a t b.

PRZYKLAD.
213.

FakT 1.1.
Jedli a jest liczba catkowita, to a | a.

DowOD.
Teza wynika z réwnosci a = 1 - a. m

FAkT 1.2.
Jesli a, b i ¢ sa liczbami catkowitymi, a |[bib| ¢, toa]ec.

DowOD.
Ustalmy liczby catkowite k i [ takie, ze b = k-aic =1-b. Wtedy ¢ =
(k-1)-a. O

FAkT 1.3.
Jesli a 1 b sa liczbami catkowitymi, a | bib | a, to b = *a.

DowOD.
Jedli a = 0 = b, to teza jest oczywista. Bez straty ogdélnosci mozemy zatem
zatozy¢, ze a # 0. Ustalmy liczby catkowite k il takie, ze b=Fk-aia=1-0.
Wtedy a = [ - k- a, zatem [ - k = 1. W szczegdlnosci k = £1, co konczy
dowod. O]

FAKT 1.4.
Jedli a jest liczba catkowita, to 1 | a. W szczegdlnodei, jesli a jest liczba
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catkowita, to a | 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a = +1.

DowODb.
Pierwsza cze$¢ wynika z rownosci @ = a - 1. Dla dowodu drugiej czesci za-
uwazmy, ze jesli a = £1, to oczywiscie a | 1, gdyz 1 = £1 - +1. Zalézmy
zatem, ze a | 1. Poniewaz 1 | @ na mocy pierwszej czesci, wiec teza wynika z

Faktu 1.3. N

FAKT 1.5.
Jesli a jest liczba catkowita, to a | 0. W szczegdlnosci, jesli a jest liczba
catkowita, to 0 | a wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0.

DowoOD.
Pierwsza czes¢ wynika z rownosci 0 = 0-a. Dla dowodu drugiej czesci zauwaz-
my, ze jesli a = 0, to oczywiscie 0 | a, gdyz 0 = 1-0. Zalézmy zatem, ze 0 | a.
Poniewaz a | 0 na mocy pierwszej czesci, wiec teza wynika z Faktu 1.3. [

FAKT 1.6.
Jesli a 1 b sa liczbami catkowitymi, a | b1 b # 0, to |a| < |b).

DowOD.
Ustalmy liczbe catkowita k taka, ze b = k- a. Poniewaz b # 0, wiec k # 0. W
szczegblnosei, |k| > 1. Stad

0] = [k[ - |a] = [a]. O
FAkT 1.7.
Jesli a, b1 c sa liczbami catkowitymi, a |bia|c toa|b+ec.
DowOb.
Ustalmy liczby catkowite ki [ takie, ze b=Fk-aic=1-a. Wtedy b+c =
(k1) -a.
FAkT 1.8.
Jesli a, b1 ¢ sa liczbami catkowitymiia | b, toa|b-c.
DowOD.
Ustalmy liczbe catkowita k taka, ze b =k -a. Wtedy b-c= (k- ¢) - a. O
FakT 1.9.
Jedli a, bi ¢ sa liczbami catkowitymiic # 0, to a-c | b-c wtedy i tylko wtedy,
gdy a | b.
DowOD.

Zalézmy najpierw, ze a | b i wybierzmy liczbe catkowita k taka, ze b =k - a.
Wtedy b-c=k-(a-c).
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Z drugiej strony, jesli a - ¢ | b- ¢, to istnieje liczba catkowita k taka, ze
b-c=k-(a-c). Poniewaz ¢ # 0, wigc b =k - a. O

OZNACZENIE.
Jesli a jest liczbg catkowita, to definiujemy

1 jedlia <0,
signa =<0  jeSlia=0,
1 jeslia>0.
FAkT 1.10.
Jesli a jest liczba catkowita, to |a| = signa-a ia =signa - |al.

DowOD.
Oczywiste. O

DEFINICJA.
Niech a i b bedg liczbami catkowitymi takimi, ze b # 0. ILORAZEM CAEL-
KOWITYM Z DZIELENIA LICZBY a PRZEZ LICZBE b nazywamy kazda liczbe
catkowita ¢ taka, ze

qg-b=max{q -b:qd €Ziq -b<a}

FakT 1.11.
Jesli a i b sa liczbami catkowitymi takimi, ze b # 0, to istnieje iloraz catkowity
z dzielenia liczby a przez liczbe b.

DowOb.
Wystarczy pokazaé, ze zbiér {q € Z : q-b < a} jest niepusty. Zauwazmy
jednak, ze signb-b = |b| > 1, gdyz b # 0. Stad

(—signb-|a|) - b= —la| - (signb- b)) < —la|-1 = —la|] < a. O

FAKT 1.12.
Niech a i b bedg liczbami catkowitymi takimi, ze b # 0. Jesli ¢; i ¢ sa
ilorazami catkowitymi z dzielenia liczby a przez liczbe b, to ¢1 = ¢o.

DowoOD.
7 definicji ilorazu catkowitego wiemy, ze

q-b=max{¢ - b:¢d €Ziq -b<a}=qy-0.
Stad q1 - b= qo - b. Poniewaz b # 0, wiec q; = ¢o. n

OZNACZENIE.
Jesli a i b sa liczbami catkowitymi takimi, ze b # 0, to przez a div b oznaczamy
iloraz catkowity z dzielenia liczby a przez liczbe b.

3
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DEFINICJA.
Jesli a i b sg liczbami catkowitymi takimi, ze b # 0, to RESZTA Z DZIELENIA
LICZBY a PRZEZ LICZBE b nazywamy liczbe a — (adivb) - b.

OZNACZENIE.
Jesli a i b sg liczbami catkowitymi takimi, ze b # 0, to przez a modb ozna-
czamy reszte z dzielenia liczby a przez liczbe b.

STWIERDZENIE 1.13.
Jesli a i b sg liczbami catkowitymi takimi, ze b # 0, to

0 <amodb < |b| i a = (adivd) - b+ amod b.
Dowob.
Roéwnosé
() a=(adivd)-b+amodb

wynika natychmiast z definicji reszty. Z definicji ilorazu catkowitego wiemy,
ze (adivb) - b < a, a wiec réwnos¢ () implikuje, ze amod b > 0. Pozostaje
udowodnié, ze amod b < |b|. Przypu$¢my, ze amodb > |b], a wiec (adivb) -
b<a-—|b|. Jedli ¢ := adivb+ signb, to

qg-b<a i a—q-b<a—(adivd)-b,

co prowadzi do sprzecznosci z definicjg ilorazu catkowitego. O]

TWIERDZENIE 1.14 (TWIERDZENIE O DZIELENIU Z RESZTA).
Jesli a i b sg liczbami catkowitymi takimi, ze b # 0, to istniejg jednoznacznie
wyznaczone liczby catkowite ¢ i r takie, ze
0<r<|b i a=q-b+r.
DowOb.
Istnienie liczb ¢ i r wynika natychmiast ze Stwierdzenia 1.13.
Przypusémy teraz, ze istniejq liczby catkowite ¢, g9, r1 1 79 takie, ze
0 <ry,r <|b i G b+ri=a=qy-b+rs.
Wtedy r1 — 1o = (g2 — q1) - b, wiec b | 11 — ro. Poniewaz |1y — ro| < ||, wiec

r1 —ry = 0 (tzn. r; = ry) na mocy Faktu 1.6. Stad (g2 — ¢1) - b = 0, zatem
G2 —q =0 (tzn. q1 = q2), gdyz b # 0. O

WNIOSEK 1.15.
Niech a i b beda liczbami catkowitymi takimi, ze b # 0. Jesli ¢ i r sa liczbami
catkowitymi takimi, ze

0<r<|b i a=q-b+r,

4
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tog=adivbir =amodb.
W szezegdlnoscei, jesli 0 < a < [b], to amodb =a i adivb = 0.

DowOD.
Ze Stwierdzenia 1.13 wiemy, ze

0 <amodb < |b| i a=(adivd) b+ amodb,
zatem pierwsza czes¢ wynika z Twierdzenia 1.14.
Druga cze$¢ wynika natychmiast z pierwszej. O

WNIOSEK 1.16.
Jedli a i b sa liczbami catkowitymi takimi, ze b # 0, to b | a wtedy i tylko
wtedy, gdy amod b = 0.

DowOD.
Jedli b | a, to istnieje liczba catkowita ¢ taka, ze a = ¢ - b. Wtedy

0<0<| i a=q-b+0,

wiec 0 = amod b na mocy Wniosku 1.15. Z drugiej strony, jesli a mod b = 0,
to a = (adivd) - b (a wigc b | a) na mocy Stwierdzenia 1.13.

WNIOSEK 1.17 (ZAPIS W SYSTEMIE O PODSTAWIE b).
Jesli a 1 b sa dodatnimi liczbami catkowitymi takimi, ze b > 1, to istnieja

jednoznacznie wyznaczone liczby catkowite nieujemne n, ¢y, ..., ¢, takie, ze
a = E c - b,
1€[0,n]

Coy--sCp €10,6—1]1 ¢, #0.

DowOD.
Istnienie udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na a.
Jeslia < b, ton=01c¢) =a.

Zalézmy zatem, ze a > b, i niech ¢y := amodb i @’ := adivb. Wtedy 0 <
a <a(gdyza>bib>1), wiec z zatozenia indukcyjnego istnieja catkowite
liczby nieujemne n, ¢y, ..., ¢, takie, ze n > 0 i

a = E ci b
i€[l,n]

Cly..yCn € [0,0—1] 1 ¢, # 0. Ze Stwierdzenia 1.13 otrzymujemy, ze ¢y €
[0,b — 1] oraz

a=da b +cy= Z ¢ b +c= Z ¢ b,

i€[1,n] 1€[0,n]
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co konczy dowdd istnienia.
Jednoznacznosc réwniez udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na a.
Zatézmy najpierw, ze a < b. Jesli

a = Z ¢ - b,

1€[0,n]
neN, c,...,cp €[0,6—1]1¢, #0, to
b>a>c, b",

skad natychmiast wynika, ze n =01 ¢y = a, gdyz b > 1.

Zalozmy teraz, ze a > b oraz

Z ci b =a= Z d; - b

i€[0,n] i€[0,m)]

dla n,m € N, ¢g,...,¢n,do,...,dy € [0,b— 1] takich, ze ¢, # 0 # dp,. Z
Wnhniosku 1.15 wynika, ze

co=amodb=d, i Z ¢ b = adivh = Z d; - bt
1€[1,n] 1€[1,m]

Poniewaz adivb < a (gdyz b > 1), wiec z zalozenia indukcyjnego otrzymuje-
my, ze m = n oraz ¢; = d; dla kazdego i € [1,m].

1.2. NAJWIEKSZY WSPOLNY DZIELNIK

DEFINICJA.
Niech a i b bedg liczbami catkowitymi. Liczbe catkowita d nazywamy NAJ-
WIEKSZYM WSPOLNYM DZIELNIKIEM LICZB a I b, jeSli spelnione s naste-
pujace warunki:
(1) d>0,
(2) d|aid]b,
(3) jesli ¢ jest liczba catkowita, ¢ |aic|b, to ¢ | d.

PRZYKLAD.
Liczba 0 jest najwickszym wspolnym dzielnikiem liczb 0 i 0.

FAKT 1.18.
Jesli a 1 b sa liczbami catkowitymi, to istnieja liczby catkowite k i [ takie,
ze liczba k - a + [ - b jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b. W
szczegblnosci, istnieje najwiekszy wspoélny dzielnik liczb a i b.
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DowOD.
Jesia=0=10,t00=0-a+ 0-D jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem
liczb a i b. Zatézmy, ze a # 0 lub b # 0. Niech

I:={k-a+1-b:kleZ}nNN,.

Poniewaz 0 < |a| + |b] = signa - a + signb - b, wiec [ # &. Niech d := min I i
ustalmy liczby catkowite k i [ takie, ze d = k- a+ [ -b. Pokazemy, ze liczba d
jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b.

Oczywiscie d > 0.

Ponadto, jesli ¢ jest liczba catkowita, ¢ | aic | b, to ¢ | d na mocy Faktéw 1.7
il.8.

Pozostaje udowodnié, ze d | a i d | b. Korzystajac ze Stwierdzenia 1.13
otrzymujemy, ze

amodd=a— (adivd) -d= (1 — (adivd) - k) -a — ((adivd) - 1) - b.

Korzystajac ponownie ze Stwierdzenia 1.13, wiemy, ze amodd < d, wiec
amodd ¢ I, gdyz d = min[. Poniewaz amodd > 0 na mocy Stwierdze-
nia 1.13, wiec definicja zbioru I implikuje, ze amodd = 0. Wniosek 1.16
oznacza, ze d | a. Analogicznie pokazujemy, ze d | b.

FakT 1.19.
Niech a i b beda liczbami catkowitymi. Jesli dy i dy sa najwiekszymi wspol-
nymi dzielnikami liczb a i b, to dy = ds.

DowOD.
Z warunku (2) definicji najwigkszego wspoélnego dzielnika wiemy, ze d; | a
i dy | b. Wykorzystujac warunek (3) definicji (dla ¢ = dy i d = dy), otrzy-
mujemy, ze dp | di. Analogicznie pokazujemy, ze d; | dy. Fakt 1.3 impliku-
je, ze dy = +dy. Poniewaz di,dy > 0 na mocy warunku (1) definicji, wiec
dl = dg. O

OZNACZENIE.
Jesli a 1 b sa liczbami catkowitymi, to najwickszy wspolny dzielnik liczb a i
b oznaczamy symbolem ged(a, b).

WNIOSEK 1.20.
Jedli a i b sg liczbami catkowitymi, to istniejg liczby catkowite k i [ takie, ze
ged(a,b) =k-a+1-b.

DowOb.
7 Faktu 1.18 wynika, ze istnieja liczby catkowite £ i [ takie, ze liczba k-a+1-b
jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b. Fakt 1.19 implikuje, ze
k-a+1-b=gcd(a,b). O
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PRZYKLAD.
Jesli a jest liczba catkowita, to ged(a, a) = |al, ged(a, 1) = 11 ged(a,0) = |al.

DowoOD.
Cwiczenie. O

PRZYKLAD.
Jesli a, b € Z, to ged(a, b) = ged(b, a).

DowoOD.
Cwiczenie. 0

LEMAT 1.21.
Jesli a i b sg liczbami catkowitymi takimi, ze b # 0, to

ged(a, b) = ged (b, amod d).
Ponadto, jesli
ged(b,amodb) =k -b+1- (amodb)
dla pewnych liczb catkowitych ki, to
ged(a,b) =1-a+ (k—1-(adivb)) - b.

Dowdp.
Niech

I ={ce€Z:claic|b} i Iy:={ce€Z:c|bic|amodb}.
Dla dowodu pierwszej czesci wystarczy pokazaé, ze Iy = I,. Wiemy, ze
(*) a=(adivbd)-b+amodb

na mocy Stwierdzenia 1.13, wiec teza wynika z Faktow 1.7 1 1.8. Druga czesé
wynika poprzez bezposredni rachunek z réwnosci (x). ]

ALGORYTM (ROZSZERZONY ALGORYTM EUKLIDESA).
Wynikiem dziatania ponizszej funkcji dla liczb catkowitych a i b jest ged(a, b)
oraz liczby catkowite k i [ takie, ze (a,b) = k-a+1-b.

int Euclides (int a, int b, int & k, int & 1) {
if (b == 0) {
1 =0;
if (a > 0)
k=1;
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else
k = -1;
return abs (a);

}

int x;

int y;

int d = Euclides (b, b mod a, x, y);
k =1y;

1 =x-yx (adiv b);

return d;

by

LEMAT 1.22.
Jesli a i b sg liczbami catkowitymi, to

ged(a,b) | k-a+1-b

dla dowolnych liczb catkowitych k i . W szczegdlnodci, jesli istnieja liczby
catkowite k i [ takie, ze

l=k-a+1-b,

to ged(a,b) = 1.

DowOb.
Pierwsza cze$¢ wynika z Faktow 1.7 1 1.8. Dla dowodu drugiej czesci zauwaz-
my, ze pierwsza czes¢ implikuje, iz ged(a, b) | 1. Poniewaz ged(a, b) > 0, wiec
Fakt 1.4 implikuje, ze ged(a, b) = 1. O

WNIOSEK 1.23.
Jedli a, b i ¢ sa liczbami catkowitymi, ged(a,b) =11ia|b-c, toac.

DowOD.
7 Wniosku 1.20 wiemy, ze istnieja liczby catkowite £ i [ takie, ze

l=k-a+1-0.
Ponadto, istnieje liczba catkowita g taka, ze b-c = ¢ - a. Wtedy

c=c-1l=c-(k-a+1-b)
=c-k-atl-b-c=c-k-a+l-qg-a=(c-k+1-q)-a,

co konczy dowdd. O
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WNIOSEK 1.24.
Jedli a, by, ...b, sa liczbami catkowitymi, n € N, ged(a,b;) = 1 dla kazdego
i€[l,n], to

DowOD.
Udowodnimy teze przez indukcje ze wzgledu na n.

Dla n = 0 teza jest oczywista, gdyz z definicji [[,., b; = 1.

Zat6zmy zatem, ze n > 0, oraz, ze

gcd(a, H bi>:1.

i€[l,n—1]

7 Wniosku 1.20 wiemy, ze istnieja liczby catkowite x, y, k i [ takie, ze

x-a+y- H bi=1=k-a+1-b,.

i€[l,n—1]
Wtedy
l=z-a+y- H bi=x-a+y- H b -1
i€[l,n—1] i€[l,n—1]
=zr-a+y- H b (k-a+1-by)
i€[l,n—1]
= <x+k-y- H bi) ca+(l-y)- H b;,
i€(l,n—1] i€[1,n]
co konczy dowdd na mocy Lematu 1.22. O]
UWAGA.

Jeslia, by, ..., by, saliczbami catkowitymi, n € N, oraz ged (a, Hie[l’n] bi> =1,
to ged(a, b;) = 1 dla kazdego i € [1,n].

WNIOSEK 1.25.
Jesli ay, ..., a, 1 b sa liczbami catkowitymi, n € N, ged(a;,a;) = 1 dla
wszystkich ¢, j € [1,n] takich, ze i # j, a; | b dla wszystkich i € [1,n], to

Hal|b

1€[1,n]

10
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DowOD.
Udowodnimy teze przez indukcje na n.
Dla n = 0 teza wynika z Faktu 1.4, gdyz [[,c, a; = 1.

Zalézmy zatem, ze n > 0 oraz ze wiemy juz, iz
H a; | b7
1€[1,n—1]
a wiec istnieje liczba catkowita q taka, ze
] e
i€[l,n—1]

7 zalozenia istnieje rowniez liczba catkowita ¢’ taka, ze b = ¢’ - a,,. Z Wnio-
sku 1.24 wiemy, ze ged([[;cy 1) @i @n) = 1, zatem na mocy Wniosku 1.20
istnieja liczby catkowite k i [ takie, ze

1=k- H ai—i-l-an.

1€[1l,n—1]
Wtedy
b:b-lzb-( I wsr an): H a+b-1-ap
el,n—1] €[1,n—1]
:q/,an H a’l+q H ai. “ Ay,
€[l,n—1] i€[l,n—1]
= (k-q’+l-q)- I @
1€[1,n]

co konczy dowdd. O]

STWIERDZENIE 1.26.
Niech a i b beda liczbami catkowitymi i d := ged(a, b). Jesli d # 0, to

ged(a/d,b/d) = 1.

DowOD.
7 Wniosku 1.20 wiemy, ze istnieja liczby catkowite k i [ takie, ze

d=k-a+1-b.
Wtedy
1=Fk-(a/d)+1-(b/d),

co konczy dowod na mocy Lematu 1.22. ]

11
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1.3. PODSTAWOWE TWIERDZENIE ARYTMETYKI

DEFINICJA.
Liczbe catkowita p nazywamy PIERWSZA, jesli p > 0 i

#{aeN:a|p}=2.

OZNACZENIE.
Definiujemy

P:= {p € Z : liczba p jest pierwsza}.

LEMAT 1.27.
Niech p bedzie liczba pierwsza.

(1) Wtedy p > 1.

(2) Jesli a jest nieujemna liczba catkowita i a | p, to a =1 lub a = p.

Dowob.
(1) Z Faktéw 1.5 1 1.4 wiemy, ze

{aeN:a|0} =N i {a eN:a|l} ={1}.
(2) Wiemy, ze

{l,p} C{a€eN:a|p}.
Poniewaz z definicji

#{aeN:alp}=2
oraz p # 1 na mocy czesci (1), wiec

{Lp} ={aeN:a]|p}

LEMAT 1.28.

Jesli a jest dodatnig liczba catkowita, to istnieja liczby pierwsze pq, ...

n € N, takie, ze

DowOb.
Dowdd jest indukeyjny ze wzgledu na a.

Jesli a = 1, to teza jest oczywista (n := 0).

12

Y pTL?



MATEMATYKA DYSKRETNA

Zalézmy teraz, ze a > 1 oraz ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej b

mniejszej od a istniejg liczby pierwsze pyq, ..., p,, n € N, takie, ze
1€[1,n]

Jesli a jest liczba pierwsza, to teza jest oczywista (n:=11 p; := a).
Zalbézmy zatem, ze liczba a nie jest pierwsza. Wtedy istnieje nieujemna liczba
catkowita b taka, ze b | a i b # 1,a. W szczegblnosei, b < a. Z Faktu 1.5
wiemy, ze b # 0. Z zalozenia indukcyjnego istniejg liczby pierwsze pq, ...,
Pny, M1 € N, takie, ze

1€[1,n1]

Niech ¢ := a/b. Poniewaz b > 1, wiec ¢ < a. Oczywiscie ¢ > 0. Z zalozenia
indukcyjnego istniejg liczby pierwsze pp 41, - - -, Dny+ngs N2 € N, takie, ze

CcC = H Di-
i€[n1+1,n1+n2]
Niech n :=n; + ny. Wtedy
a=b-c= Hpi' H pi:sz‘- O
1€[1,n1] i€[n1+1,n2) i€[l,n]

WNIOSEK 1.29.
Jesli a jest liczba catkowita i @ # £1, to istnieje liczba pierwsza p taka, ze

p|a.
DowOD.
Jesli a = 0, to teza jest oczywista. Zatézmy zatem, ze a # 0. Z Lematu 1.28
wiemy, ze istniejg liczby pierwsze pq, ..., p,, n € N, takie, ze
la| = H Di-
1€[1,n]
Poniewaz |a| # 1, wigc n > 0. W szczegdlnosci, p; | a. O

ALGORYTM (SITO ERATOSTENESA).
Dla liczby dodatniej liczby catkowitej a algorytm zwraca wszystkie liczby
pierwsze nie wigksze niz a.

13
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int Eratostenes (int a, int * primes) {
int num = 0;
bool * prime = new bool [a + 1];
for (int i = 2; i <= a; i++)
prime [i] = true;
for (int i = 2; i <= a; i++)
if (prime [i]) {
primes [num] = i;
num++;
for (int j =1 % i; j <= a; j += i)
prime [j] = false;
}
delete [] prime;
return num;

by

TWIERDZENIE 1.30.
Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

DowOD (EUKLIDES).
Przypu$émy przez sprzecznosé, ze |P| < oco. Niech

a:Hq—i—l.
q€eP

Poniewaz a > 1, wiec na mocy Lematu 1.29 istnieje liczba pierwsza p taka,
ze p | a. Oczywiscie p | [ ep g- Stad

pla—]]e=1
qeEP

na mocy Faktu 1.7. Zatem Fakt 1.4 prowadzi do wniosku, ze p = 1, co jest
sprzeczne z Lematem 1.27 (1). O

STWIERDZENIE 1.31.

Niech ay, ..., a,, n € N, beda liczbami catkowitymi. Jesli p jest liczba pierw-
sza ip | Hie[l n) @i, o istnieje i € [1,n] takie, ze p | a;. W szczegblnosei,
n > 0.

DowOD.

Udowodnimy teze przez indukcje ze wzgledu na n. Zauwazmy, ze poniewaz
p > 1 na mocy Lematu 1.27 (1), wiec Hie[l’n] a; # 1 na mocy Faktu 1.4. W
szczegodlnosci, n > 0.

Jedli n = 1, to teza jest oczywista.

14
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Zatézmy zatem, ze n > 1. Jedli p t a,, to ged(p,a,) = 1 na mocy Lema-
tu 1.27 (2). Korzystajac z Wniosku 1.23 otrzymujemy, ze p | Hie[l’n_l] aq,
zatem teza wynika z zatozenia indukcyjnego. O]

TWIERDZENIE 1.32 (PODSTAWOWE TWIERDZENIE ARYTMETYKI).
Jesli a jest dodatnig liczba catkowita, to istnieje jednoznacznie wyznaczona
funkcja sumowalna « : P — N taka, ze

P Hpa(p)_

peP
DowéD.
1° Istnienie.

7 Lematu 1.28 wiemy, ze istniejg liczby pierwsze py, ..., pn, n € N, takie, ze

Ktadziemy
ap)=#{i€l,n]:pi=p} (peP)

2° Jednoznacznosc.

Przypus$émy, ze o,/ : P — N sg funkcjami sumowalnymi takimi, ze

Hpa(p) —q= Hpo/(p)'

peP pEP

Przez indukcje na a udowodnimy, ze @ = o' (tzn. a(p) = o/(p) dla kazdej
liczby pierwszej p).

Jedli a =1, to a(p) = 0 = /(p) dla kazdej liczby pierwszej p

Zalozmy zatem, ze a > 1. Wtedy istnieje liczba pierwsza ¢ taka, ze a(q) > 0.
Ze Stwierdzenia 1.31 wiemy, ze istnieje liczba pierwsza ¢’ taka, ze o/(¢') > 01
q | ¢. Zauwazmy, ze ¢ = ¢’ na mocy Lematu 1.27. Jedli zdefiniujemy funkcje
B8,5" : P — N wzorami

_Jalp) -1 p=gq,
ﬁ@%—{mm Pt (peP)

. Jdp) =1 p=gq,
ﬁ@%—{d@) Pt (p eP),
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to

q- Hpﬁ(p) — Hpa(p) — Hpa’(p) =q- Hpb”(p).

pelP peP peP pEP
Stad
a ’

Hpﬁ(p) _ 2 _ Hpﬁ (p)’

peP q peP
wiec = ' z zalozenia indukcyjnego i, w konsekwencji, a = o/. O

FAKT 1.33.

Niech a i b beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Jesli

a = Hpa(p) i h— Hpb’(p)

p€EP peP
dla pewnych funkcji sumowalnych «, 5: P — N, to b | a wtedy i tylko wtedy,
gdy B(p) < a(p) dla kazdej liczby pierwszej p.

DowOD.
Zat6zmy najpierw, ze B(p) < a(p) dla kazdej liczby pierwszej p. Zauwazmy,
ze funkcja a — B jest sumowalna. Jesli

C = 1_[1004(11)76(17)7
peP
toceZia="0b-c, wiech | a.

Zalozmy teraz, ze b | a. Ustalmy liczbe catkowita c taka, ze a = b - c. Wtedy
¢ > 0, wiec na mocy Twierdzenia 1.32 istnieje funkcja sumowalna v : P — N

taka, ze
c = Hpv(p).
peEP
Wtedy
Hpa(p) —a=b-c= Hpﬁ(p)Jrv(p).
peP peP

Z Twierdzenia 1.32 otrzymujemy, ze a(p) = [(p) + v(p) dla kazdej liczby
pierwszej p. W szczegblnosei, a(p) > S(p) dla kazdej liczby pierwszej p. [
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FAkT 1.34.
Niech a i b beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Jesli

a = Hpa(p) i h— Hpﬁ(p)

p€EP peP

dla pewnych funkcji sumowalnych o, 5 : P — N, to

ged(a, b) = Hpmin{a(p)ﬁ(p)}'

peP

Dowdp.
Niech

d = [ printe @),

pEP

Oczywiscie, d > 0. Ponadto

min{a(p), 6(p)} < alp) i min{a(p),B(p)} < alp)

dla kazdej liczby pierwszej p, wiec d | a i d | b na mocy Faktu 1.33. Zalézmy
wreszcie, ze ¢ | a i ¢ | b dla pewnej liczby calkowitej d. Z Faktu 1.5 wynika,
ze c# 0, gdyz a # 01 b # 0. Z Twierdzenia 1.32 wynika, ze istnieje funkcja
sumowalna v: P — N taka, ze

le| = Hpv(p).

pEP

Poniewaz ¢ | a i ¢ | b, wigc na mocy Faktu 1.33

v(p) <alp) 1 Blp)

dla kazdej liczby pierwszej p. Stad v(p) < min{a(p), B(p)} dla kazdej liczby
pierwszej p, wiec ¢ | d na mocy Faktu 1.33. O

UWAGA.
Niech 7 : Ny — N bedzie funkcjg zdefiniowang wzorem

m(n):=#{peP:p<n} (n e Ny).
Mozna pokazaé, ze

7(n)

i
nl00 n/Inn

17
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1.4. KONGRUENCJE

DEFINICJA.
Niech n bedzie niezerowg liczbg catkowita. Jesli a i b sg liczbami catkowitymi,
to mowimy, ze LICZBA a PRZYSTAJE DO LICZBY b MODULO n, i piszemy
a=,b (luba=0b (mod n)), jeslin | a —b.

FAKT 1.35.
Niech n bedzie niezerowg liczbg catkowita. Jesli a i b sa liczbami catkowitymi,
to a =, b wtedy i tylko wtedy, gdy a modn = bmodn.

DowOD.
Zatézmy najpierw, ze a =, b. Wtedy istnieje liczba catkowita ¢ taka, ze
a — b= q-n. Korzystajac ze Stwierdzenia 1.13, otrzymujemy, ze

a=b+q-n=(bdivh+¢q)-n+ bmodn.
Poniewaz 0 < bmodn < |n| na mocy Stwierdzenia 1.13, wigc Wniosek 1.15
implikuje, ze a modn = bmodn.
Zatézmy teraz, ze amodn = bmodn. Korzystajac ze Stwierdzenia 1.13,
otrzymujemy, ze

a—b=((adivn)-n+ (amodn)) — ((bdivn) - n + (bmodn))

= (adivn — bdivn) - n,

a wiec a =, b. [
WNIOSEK 1.36.

Niech n bedzie liczbg catkowita taka, ze n # 0.

(1) Jesli a jest liczba catkowita, to a =, a.

(2) Jedli aib sa liczbami catkowitymi i a =, b, to b =, a.

(3) Jesli a, b1i csa liczbami catkowitymi, a =, bib=, ¢, to a =, c.

DowoD.
Wynika natychmiast z Faktu 1.35. O

LEMAT 1.37.
Niech n bedzie niezerows liczbg catkowita.

(1) Jedlia, b, cid saliczbami catkowitymi takimi, ze a =, b oraz ¢ =, d, to
atc=,b+d i a-c=,b-d.

(2) Jeslia, bicsa liczbami catkowitymi takimi, ze a-c =, b-ciged(c,n) = 1,
toa=,b.

18
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(3) Jeslia, bim saliczbami catkowitymi takimi, ze m # 0, to m-a =,., m-b
wtedy i tylko wtedy, gdy a =, b.

DowoD.

(1) Poniewaz

(atc)—(bxd)=(a—0b)+£(c—d)

a-c—b-d=(a—=0b)-c+(c—d)-b

wiec teza wynikow z Faktow 1.7 1 1.8.
(2) Teza wynika z Wniosku 1.23.
(3) Teza wynika z Faktu 1.9. O

STWIERDZENIE 1.38.
Niech a, b i n beda liczbami catkowitymi takimi, ze a # 0 # n, i d =
ged(a,n).
(1) Jesli d 1 b, to nie istnieje liczba catkowita z taka, ze a -z =, b.

(2) Jeslid | b, to istnieje liczba catkowita x taka, ze a-x =, b. Ponadto, jesli
k jest liczba catkowity taka, ze k- a =, d, to
{r€eZ:a- 2=, b} ={x€Z:2=,4c}

gdzie ¢ := (b/d) - k.

DowOD.

(1) Przypusémy, ze istnieje liczba catkowita z taka, ze a - x =, b. Z Fak-
tu 1.2 wynika, ze a - © =4 b. Poniewaz d | a, wiec a - =4 0 na mocy
Lematu 1.37 (1). Stad

b=ga-x=,0,

sprzecznosé.

(2) Zauwazmy, ze liczba k istnieje na mocy Wniosku 1.20. Przypusémy naj-
pierw, ze x jest liczbg calkowity taka, ze v =,y c. Wtedy d -z =,
d-c="0b-k na mocy Lematu 1.37 (3). Korzystajac z Lematu 1.37 (1),
otrzymujemy, ze

a-z=(afd)-d-x=,(a/d)-b-k=a-k-(b/d)=,d-(b/d) =0.
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Z powyzszego rachunku wiemy miedzy innymi, ze a - ¢ =, b. Stad, jesli
x jest liczba catkowita taka, ze a - x =, b, to

d-r=,k-a-x=,k-b=d-c,
zatem Lemat 1.37 (3) implikuje, ze

T =n/d C.

LEMAT 1.39.
Niech a, b, ni, ..., ni beda liczbami catkowitymi takimi, ze n, # 0 dla
kazdego i € [1,k]. Jedli ged(n;, nj) = 1 dla wszystkich 4, j € [1, k] takich, ze
i # j, oraz a =y, b dla wszystkich i € [1,n], to a =, b, gdzie n = [,y -

DowoOD.
Wynika z Wniosku 1.25. O]

TWIERDZENIE 1.40 (CHINSKIE TWIERDZENIE O RESZTACH).
Zalézmy, ze nq, ..., ny sa dodatnimi liczbami catkowitymi i ged(n;, n;) =1
dla wszystkich i, j € [1, k] takich, ze i # j. Jesli

to funkcja @ : [0,n — 1] = [0,n7 — 1] X -+ x [0, nx — 1] dana wzorem
®(a) := (amodny,...,amodny) (a€]0,n—1]),
jest bijekcja.

Dowdp.
Poniewaz

#0,n—1=n= J[ ni=#(0.n—1] x - x[0,m — 1),

1€[1,k]

wiec wystarczy pokazaé, ze funkcja @ jest réznowarto$ciowa. W tym celu
ustalmy liczby a,b € [0,n — 1] i zalézmy, ze ®(a) = P(b). Wtedy a =,
b dla kazdego i € [1,k] na mocy Faktu 1.35. Korzystajac z Lematu 1.39,
otrzymujemy zatem, ze a =, b, a wiec a mod n = bmod n na mocy Faktu 1.35.
Poniewaz

amodn = a i bmodn =b
mocy Wniosku 1.15, wiec

a=amodn =bmodn = b. O
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STWIERDZENIE 1.41.
Zalézmy, ze nq, ..., ng sa dodatnimi liczbami catkowitymi i ged(n;, nj) =1
dla wszystkich i, 7 € [1, k] takich, ze i # j. Niech

mi= [ n  (i€[L,k)
Je[LEN{i}

oraz by, ..., by beda liczbami catkowitymi. Jesli, dla kazdego i € [1, k], I; jest
liczba catkowity taka, ze [; - m; =, 1, 1

T = Z b - l; - my,
i€[1,k]
to
rmodn; = b, modn;
dla kazdego i € [1, k].

DowOb.
Ustalmy ¢ € [1,k|. Poniewaz m; =,, 0 dla kazdego j € [1,k] \ {i}, wiec,
korzystajac z Lematu 1.37 (1), otrzymujemy, ze

Stad x modn; = b; mod n; na mocy Faktu 1.35. O
UWAGA.
Niech nq, ..., n; beda liczbami catkowitymi takimi, ze n; # 0 dla kazdego

i € [1, k] oraz ged(n;, n;) = 1 dla wszystkich ¢, j € [1, k| takich, ze i # j. Jesli
mi= [ m  (€[LE]),
JellLENi}

to dla kazdego i € [1, k] istnieje liczba catkowita [; taka, ze [; - m; =,, 1.

Dowob.
Z Wniosku 1.24 wiemy, ze ged(m;, n;) = 1 dla kazdego i € [1, k], zatem teza
wynika ze Stwierdzenia 1.38 (2). O

1.5. FUNKCJA I TWIERDZENIE EULERA

DEFINICJA.
FuNkCcJA EULERA nazywamy funkcje ¢ : N, — N, zdefiniowang wzorem

p(n) =#U,  (n€Ny),
gdzie
Up:={a€[0,n—1]:ged(a,n) =1} (n e N, ).
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PRZYKLAD.
p(1) = 1.
PRZYKLAD.
Jesli p jest liczba pierwsza, to p(p) =p — 1.

PRZYKLAD.
o(12) = #{1,5,7,11} = 4.

LEMAT 1.42.
Jesli p jest liczbg pierwsza i k jest dodatnig liczbg catkowita, to

_ B 1
e =pF—p"t=p-1)-p =pF- <1—]3)-

DowoOD.
7 Faktu 1.34 wiemy, ze jedli a jest liczba catkowita, to ged(a, p*) # 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy p | a. Stad wynika, ze

p(p*) = #{a € [0,p" — 1] : ged(a, p*) = 1}
= #[0,p" 1] —#{a€[0,p* =1 :p|a} =p* —p* ",

co konczy dowod. O
LEMAT 1.43.
Jesli nq, ..., ny sa dodatnimi liczbami catkowitymi takimi, ze ged(n;, n;) =1

dla wszystkich i, j € [1, k] takich, ze i # j, to

@( H m) = H p(ns).

1€[1,k] 1€[1,k]
Dowéb.
Niech
n .= H n;.
1€[1,k]

Definiujemy funkcje @ : [0,n — 1] — [0,n; — 1] X - -+ x [0, 7% — 1] wzorem
®(a) := (amodny,...,amodny) (a €[0,n—1]).

7 Twierdzenia 1.40 wiemy, ze funkcja ta jest bijekcja. Ponadto, jesli a €
[0,n — 1], to, korzystajac z Wniosku 1.24 i Lematu 1.21, otrzymujemy, ze

ged(a,n) =1 <= Vepy ged(a,n;) =1
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<= Viep ged(amodng,n,) = 1.
Zatem funkcja ® indukuje bijekcje
Uy, —= Uy X ... X U,y,. O

WNIOSEK 1.44.
Niech P bedzie skonczonym podzbiorem zbioru liczb pierwszych i a : P —
N, . Jesli

n = l_Ipoa(p)7
peEP

to

DowOD.
Dla liczby p € P definiujemy dodatnig liczbe catkowity n, wzorem n, :=
p*P). 7 Faktu 1.34 wiemy, ze ged(n,,n,) = 1 dla wszystkich liczb p,q € P
takich, ze p # ¢q. Korzystajac z Lematu 1.43, otrzymujemy, ze

o) = o (TTm) = TTtne):

peP pEP
zatem teza wynika z Lematu 1.42. O]
WNIOSEK 1.45.
Przypusémy, ze p i q sa réoznymi liczbami pierwszymi. Jesli n := p - ¢, to

znajomos$¢ liczb p 1 ¢ jest réwnowazna znajomosci liczb n i ¢(n).
DowOb.
Wystarczy zauwazy¢, ze liczby p i ¢ spetniaja warunki
prg=n i ptg=n—p0)+1,
a wiec sg rozwigzaniami réwnania

2> —(n—n)+1)+n=0. O

TWIERDZENIE 1.46 (EULER).
Jesli a 1 n sg liczbami catkowitymi takimi, ze n > 01 ged(a,n) = 1, to
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DowoOD.

Definiujemy funkcje @ : U,, — U,, wzorem
®(b) := (a-b)modn (beU,).

Zauwazmy najpierw, ze funkcja ® jest poprawnie okreslona. Istotnie, jesli
b € U,, to ged(b,n) = 1, wiec ged(a - b,n) = 1 na mocy Wniosku 1.24.
Korzystajac z Lematu 1.21, wnioskujemy, ze ged(®(b),n) = 1, a wiec ®(b) €
U,.

Pokazemy teraz, ze funkcja ® jest bijekcja. W tym celu wystarczy uzasad-
ni¢, ze funkcja ® jest réznowartosciowa. Przypusémy wiec, ze b,c € U, i
®(b) = ®(c). Wtedy a - b =, a-c na mocy Faktu 1.35, wiec b =, ¢ na
mocy Lemat 1.37 (2). Korzystajac ponownie z Faktu 1.35, otrzymujemy,
ze bmodn = cmodn. Wykorzystujac dodatkowo Wniosek 1.15, wiemy, ze
b=>bmodnic=cmodn, gdyz b, c € [0,n — 1]. Ostatecznie otrzymujemy, ze

b=bmodn =cmodn = c.

Poniewaz funkcja ® jest bijekcja, wiec, korzystajac z Lematu 1.37 (1), otrzy-
mujemy, ze

[To=]] 20 = [[ta-t) =a*™-]] 0
beU, beUy, beUn, beUy

Poniewaz gcd(] [,y b,n) = 1 na mocy Wniosku 1.24, wigc teza wynika z
Lematu 1.37 (2). O

WNIOSEK 1.47.

Jedli p jest liczba pierwsza, a jest liczba catkowitaipta, to a?' =, 1. O

WNIOSEK 1.48.

Jesli p jest liczbg pierwszg i a jest liczba catkowity, to a? =, a.

DowOD.
Jedlipta,toa? =a-a?' =, a-1 = a na mocy Wniosku 1.47. Gdy p | a, to
a? =, 0=, a (mod p). O
1.6. ZASTOSOWANIE TEORII LICZB W KRYPTOGRAFII
Celem kryptografii jest opracowanie metod przekazywania wiadomosci, ktore
uniemozliwiag jej odczytanie osobom niepowotanym nawet w przepadku jej
przechwycenia.
ZALOZENIE.

Utozsamiamy symbole uzywane do zapisu tekstu (litery, badZ ich pary, trojki
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..., itd.) z elementami zbioru [0, N —1] dla pewnej dodatniej liczby catkowite;
N.

DEFINICJA.
SYSTEMEM KRYPTOGRAFICZNYM nazywamy kazda tréjke (P, C, f) sktada-
jaca sie ze zbioru P symboli uzywanych do zapisu tekstu jawnego, zbioru C
symboli stuzacych do zapisu tekstu zakodowanego oraz bijekcji f : P — C
zwanej FUNKCJA SZYFRUJACA. Funkcje odwrotng f~! : C' — P nazywamy
FUNKCJA DESZYFRUJACA.

PRZYKEAD (SZYFR CEZARA).
Ustalmy dodatnia liczbe catkowita N oraz liczbe k € [0, N — 1]. Niech P :=
[0, N — 1] := C. Definiujemy funkcje f: P — C wzorem

fla) :==(a+k)mod N  (a€[0,N—1]).
Funkcja odwrotna f~! : C — P dana jest wzorem
1) :=(b—-kmodN  (bec[0,N—1]).

Liczbe k nazywamy KLUCZEM SZYFRUJACYM.

UWAGA.
Szyfr Cezara jest przyktadem SZYFRU SYMETRYCZNEGO — znajomo$¢ klucza
szyfrujacego oznacza mozliwo$é¢ odszyfrowania wiadomosci.

PRZYKEAD (SZYFR R(IVEST)S(HAMIR)A (DLEMAN)).
Niech p i ¢ beda (duzymi) réznymi liczbami pierwszymi, n := p - ¢, oraz
wybierzmy (losowo) liczbe e € [2,¢o(n) — 1] taka, ze ged(e, p(n)) = 1. Defi-
niujemy zbiory P i C' wzorami

P=0n-1=2C
oraz funkcje f: P — C' wzorem
f(a) := a®modn (a €0,n—1)).

Par¢ (n,e) nazywamy KLUCZEM SZYFRUJACYM. KLUCZEM DESZYFRUJA-
CYM nazywamy pare (n,d), gdzie liczba d € [2,¢(n) — 1] spelnia warunek
d-e =, 1 (liczba taka istnieje na mocy Stwierdzenia 1.38 (2)).

LEMAT 1.49.
Jesli pi g sa roznymi liczbami pierwszymi, n := p-q, d,e € N oraz d-e =,y
1, to a%® =, a dla dowolnej liczby catkowitej a.
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DowOD.
Z Whniosku 1.47 wynika, ze jedli ged(a,p) = 1, to a?~! =, 1, wige a¥™ =, 1,
zatem réwniez a®¢~! =, 1. Stad a?® =, a. Ta kongruencja jest réwniez praw-
dziwa, gdy ged(a, p) # 1, gdyz w tym przypadku a®® =, 0 =, a. Analogicznie
pokazujemy, ze a® =, a, wiec teza wynika Lematu 1.39. O

UWAGA.
Szyfr RSA jest przyktadem SZYFRU ASYMETRYCZNEGO — znajomosé klucza
szyfrujacego nie wystarcza do odszyfrowania wiadomogdci. Istotnie, wylicze-
nie liczby d wymaga znajomosci liczby ¢(n), co jest rGwnowazne znajomosci
rozktadu liczby n na czynniki pierwsze. Dzigki tej wlasnosci szyfr RSA mo-
ze by¢ stosowany jako SYSTEM Z KLUCZEM PUBLICZNYM — nie wystepuje
problem dystrybucji kluczy.
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2. ELEMENTY KOMBINATORYKI

ZALOZENIE.
Rozwazane zbiory sa skonczone.

2.1. PODSTAWOWE OBIEKTY KOMBINATORYCZNE

DEFINICJA.
Jesli n jest nieujemng liczba catkowita oraz X jest zbiorem, to CIAGIEM
DLUGOSCI n ELEMENTOW ZBIORU X nazywamy kazda funkcje a : [1,n] —
X. Jedli a jest ciagiem dlugosci n, to piszemy a = (a(1l),...,a(n)).

UWAGA.
Jedli X jest zbiorem, to istnieje doktadnie | X|" ciagéw dtugosci n elementéw
zbioru X dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n (gdzie 0° := 1). W szcze-
gblnosci, dla dowolnego zbioru istnieje doktadnie 1 cigg dtugosci 0 elementow
tego zbioru — ciag pusty. Z drugiej strony, nie ma zadnego ciaggu dtugosci n
elementow zbioru pustego, jesli n jest dodatnig liczbg catkowita.

DEFINICJA.
Jesli X jest zbiorem, to PERMUTACJA elementéw zbioru X nazywamy kazdy
réznowartosciowy ciag dtugosci | X| elementéw zbioru X. Zbiér wszystkich
permutacji elementéw zbioru X oznaczamy Py.

DEFINICJA.
Jesli n jest nieujemnyma liczbami catkowitymi, to definiujemy n SILNIA wzo-
rem
1 jesli n = 0,
n! =
n-(n—1)" jeslin > 0.

STWIERDZENIE 2.1.
Jesli X jest zbiorem, to |Px| = |X|!.

DowOD.
Dowéd bedzie indukcyjny ze wzgledu na n := |X|. Dla n = 0 teza jest
oczywista. Przypusémy teraz, ze n > 0. Definiujemy funkcje f : Py —
U.ex Px\{z} Wzorem

fla) == (a(1),...,a(n —1)) (a € Px).

Funkcja f jest bijekcja. Z zatozenie indukcyjnego wiemy, ze | Px\ (s3] = (n—1)!
dla kazdego elementu x zbioru X, wiec

|PX|:ZPX\{I}:Z(n—l)!zn-(n—l)!:n!. O

zeX reX
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STWIERDZENIE 2.2.
Jesli n > 1 jest liczba catkowita, to
nn nn—l—l

v
oot << e

DowoD.
Przypomnijmy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej & mamy nieréw-
nosci

() oe (5

Wykorzystujac te nieréwnosci, otrzymujemy, ze

s I (55 = T I kv

ke[ln— 1] ke[l,n—1] ke[l n—1]
ST AT e- T T
kE[Ln—l] k€([2,n] ke[l,n—l} ke(l,n]
1 - nn—l nn
- H P T Ol ol
ke[l,n—1] (n "

e ] (%)M: I g I o

kel,n—1] ke(l,n—1] ke[l n—1]
_ k _ k
- e O #= I1 o IO
kel,n—1] ke€(2,n] ke[l,n—l} ke(l,n]
H 1 " n" nn—f—l
= —-n = —_=
—1)! |
kellno1] k (n—1)! n!
co konczy dowdd. O]

UWAGA.
Stirling udowodnit, ze
I ! 1
im =1.
n—00 /2 . -1 - (%)n
DEFINICJA.
Jesli k jest nieujemna liczba catkowita oraz X jest zbiorem, to k-ELEMENTO-
WA KOMBINACJA ZBIORU X nazywamy kazdy k-elementowy podzbiér zbioru
X. Zbior wszystkich kombinacji dtugosci k& elementéw zbioru X oznaczamy

CX,kr
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OZNACZENIE.
Jesli n i k sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, to Cp x := Cy ) k-

DEFINICJA.
Jedli n i k sg nieujemnymi liczbami catkowitymi, to SYMBOLEM NEWTONA
n NAD k nazywamy

<n> _ —k,,(g’_k)! jedli k € [0,n),
k 0 w przeciwnym wypadku.

STWIERDZENIE 2.3.
Jesli k jest nieujemna liczba catkowita oraz X jest zbiorem, to |Cx x| = (|)]§ ').

DowOb.
Oczywiscie Cx , = @, gdy k > | X|. Dla k < |X| rozwazmy funkcje f : Px —
Cx i dang wzorem
fla) == a([1, k) (a € Px).
Wtedy
f_l(A) = {(I € PX .
(a(1),...a(k)) € Pa, (alk+1),...,a(n)) € Pxia},

gdzie n := | X|. Stad |f~1(A)| = k! (n—k)!, dla kazdej kombinacji A € Cx,
co konczy dowdd. O]

UWAGA.
Przypomnijmy, ze jesli x; i y;, ¢ € J, sa elementami pierécienia przemiennego
R oraz |J| < oo, to

ieJ ICJ el 1eJ\I

WNIOSEK 2.4.
Jesli x i1 y sa elementami pierscienia przemiennego R oraz n € N, to

(@+y)" =) (Z) cat eyt R
kelo,n]

DowOD.
7, powyzszej uwagi otrzymujemy, ze

(z+y)" = H]:Hy Z(Haz I1 )

keln IC[1,;n] i€l i€[l,n|\1
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— Z (xlfl.yn—m) _ Z Z ok Lk

IC[1,n] kelon] I1€Cy i

-y (Z) e

ke[o,n]

co konczy dowdd. O]

2.2. METODA BIJEKTYWNA

UWAGA.
Zauwazmy, ze w dowodach Stwierdzen 2.1 i 2.3 liczylismy ilo$¢ obiektow
kombinatorycznych, konstruujac funkcje pomiedzy rozwazanym zbiorem oraz
zbiorem, ktoérego ilos¢ elementow byta znana. W  najlepszych” sytuacjach
funkcja ta jest bijekcja, stad te metode zliczania obiektéw kombinatorycznych
nazywamy METODA BIJEKTYWNA. Zilustrujemy teraz te metoda kilkoma
innymi przyktadami.

STWIERDZENIE 2.5.
Jesli n i k sa dodatnimi liczbami catkowitymi, to

-6

Lewa strona powyzszej réwnosci to liczba k-elementowych kombinacji zbioru
[1,n]. Pierwszy wyraz po prawej stronie to liczba tych kombinacji, do kt6-
rych nie nalezy n, natomiast drugi wyraz po prawej stronie to liczba tych
kombinacji, do ktérych nalezy n.

Bardziej formalnie rozwazmy funkcje f : Chp — Ch_1x U Ch_q -1 dang
wzorem

X jeslin ¢ X,
J(X) = {X \ {n} jedlin e X, (X € Cr).

Funkcja f jest poprawnie okreélona i jest bijekcja — funkcja odwrotna =1 :
Cr-1pUCh1 -1 — Cp dana jest wzorem

iy Y jesli Y € Cp_y
YU {n} Jeéh Y € Cn—l,k:—la
(Y € On—l,k U On—l,k—l)- O

UWAGA.
Powyzsza réwnosé pozwala wyliczaé wartosci (Z) dla nieujemnych liczb cal-
kowitych n i k rekurencyjnie z warunkami poczatkowymi: (8) =1 dla kazdej
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nieujemnej liczby catkowitej n oraz (2) = 0 dla kazdej dodatniej liczby cal-
kowitej k (lub (Z) = 1 dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n). Metoda ta
nosi nazwe TROJKATA PASCALA.

DEFINICJA.
Dla nieujemnej liczby catkowitej k definiujemy wielomian (3;) € C[T] wzorem

T 1 .
<k> = H (T —1).
T i€f0,k—1]

W szczegdlnosei, (:g) =1.

UWAGA.
Jesli k jest nieujemna liczba catkowita, to deg (:]C) = k oraz pierwiastkami
(jednokrotnymi) wielomianu (Z) sg liczby 0, ..., k — 1.

WNIOSEK 2.6.
Jesli k jest dodatnig liczba catkowita, to

()= () + (o)

W szczegdlnosci, jesli x jest liczba zespolona, to
DowoOD.

=)o)
T e ()

Stwierdzenie 2.5 implikuje, ze F'(n) = G(n) dla kazdej dodatniej liczby cal-
kowitej n, wiec F' = G. n

STWIERDZENIE 2.7.
Jedli n jest nieujemnag liczba catkowita oraz k € [0, n], to

ny n
k) \n—-k)
DowOD.
Definiujemy funkcje f : Cp x — Cy pn—r Wzorem

f(X):=[1,n]\ X (X € Cpp).
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Funkcja f jest poprawnie okreslona i jest bijekcjg — funkcja odwrotna f=1:
Chnn—t — Cy dana jest wzorem

YY) =[1,n\Y (Y €Cuny) O

OZNACZENIE.
Jesli X jest zbiorem, to

2X ={A: AC X}
STWIERDZENIE 2.8.
Jesli X jest zbiorem, to [2%X] = 21X,

DowOb.
Teza wynika z tego, ze kazdy podzbior zbioru X jest wyznaczony przez swoja
funkcje charakterystyczna.
Bardziej formalnie bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé¢, ze X = [1,n] dla
pewnej nieujemne;j liczby catkowitej n. Niech X' bedzie zbiorem ciggéw dtu-
gosci n elementéw zbioru {0,1}. Wiemy, ze |X| = 2". Definiujemy funkcje
f:2%¥ - X wzorem

1 jedliie A,

e [1,n]).
0 jesliid A (i € [1,m])

(F(A)G) = {

Funkcja f jest bijekcjg — funkcja odwrotna f~' : X — 2% dana jest wzorem
fa):={ie[l,n]:ali)=1} (a € X). O

WNIOSEK 2.9.
Jedli n jest nieujemng liczbg catkowity, to

n n
5 ()
kelo,n]

DowOD.
Obie strony odpowiadajg dwém réoznym sposobow zliczenia podzbioréw zbio-
ru n-elementowego.

Bardziej formalnie niech X := 2", Wtedy |X| = 2" na mocy Stwierdze-
nia 2.8. Z drugiej strony X = Uke[o,n] Cy. 1 oraz Cy, ;NC,; = & dla wszystkich
indeksow k,1 € [0, n] takich, ze k # [. Stad

REPICNEDS ;)

kelon kelo,n]

na mocy Stwierdzenia 2.3. O
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STWIERDZENIE 2.10 (WzZOR CHU-VANDERMONDE’A).
Jesli k, [ 1 n sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, to

S () ()=,

1€[0,n]

DowOD.
Prawa strona powyzszej rownosci, to liczba n-elementowych kombinacji zbio-
ru [1,k + {]. Lewa strona odpowiada takiemu sposobowi wyboru tych kom-
binacji, w ktérych najpierw wybieramy cze$¢ pochodzaca ze zbioru [1, k], a
potem te pochodzaca ze zbioru [k + 1,k + [].

Bardziej formalnie niech

X = {(A, Ay) € 2K s o+ LA+ ) A | 4 | Ay = n)
oraz

Y :={B e 2Lk | B| = n}.

Ze Stwierdzenia 2.3 wiemy, ze |Y| = (k:[l) 7 drugiej strony, X = U
gdzie

lGOn]

Xi = {(Al,AQ) e X: |A1| = Z} (l € [O,H])
Poniewaz X; N X; = @ dla wszystkich indekséw i, j € [0, n] takich, ze i # j,
wiec
l
RESERSIOTRD
1€[0,n] 1€[0,n]

na mocy Stwierdzenia 2.3.

Rozwazmy funkcje f : X — Y dana wzorem
f(Al,Ag) = A1UA2 ((Al,Ag) EX)

Funkcja f jest poprawnie okreslona i jest bijekcjg — funkcja odwrotna f=1 :
Y — X dana jest wzorem

FUB) = (BN[LK,BN[k+1,k+1) (BeY). m

UWAGA.
Jesli F,G € C[S,T) oraz F(k,l) = G(k,1) dla wszystkich liczb nieujemnych
liczb catkowitych ki, to F' = G.
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DowOD.
Wiemy, ze

F= ZF VP G:ZGZ-.YZ'

€N €N

dla wielomianéw Fj, G; € C[X], i € N. Definiujemy wielomiany F'®), G*) ¢
C[Y], k € N, wzorami

F® = F(k,Y) ZF

€N

G =Gk,Y)=> Gi(k)Y

ieN

Wtedy
F®() = F(k, 1) = G(k, 1) = GP(I)

dla wszystkich nieujemnych liczb catkowitych £ i [, wiec
F®E — qk)

dla wszystkich nieujemnych liczba catkowitych k. Innymi stowy

dla wszystkich nieujemnych liczb catkowitych k i i, wiec

dla wszystkich nieujemnych liczb catkowitych ¢. Ostatecznie
F=Y F-Y'=) G Y =G 00
ieN ieN

WNIOSEK 2.11.
Jedli x 1 y sg liczbami zespolonymi oraz n jest nieujemng liczba catkowita, to

()0 )-(0)

1€[0,n]
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DowOD.
Definiujemy wielomiany F,G € C[S,T] wzorami

RO el

1€[0,n]

Ze Stwierdzenia 2.10 wiemy, ze F'(k,l) = G(k,l) dla wszystkich nieujemnych
liczb catkowitych £ i [, skad na mocy powyzszej uwagi otrzymujemy teze. [

DEFINICJA.
Niech m i n beda nieujemnymi liczbami catkowitymi. DROGA Z PUNKTU
(0,0) DO PUNKTU (m, n) nazywamy kazdy ciag a : [0, m + n] — N? taki, ze

e a(0) = (0,0), a(m+n) = (m,n), oraz
o a(i) =a(i —1)+xlub a(i) = a(i — 1) + y dla kazdego i € [1,m + n],

gdzie x := (1,0) oraz y := (0, 1).
STWIERDZENIE 2.12.

Jesli m i n sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, to drég z punktu (0,0) do
punktu (m,n) jest (m+").

m

DowOD.
Zauwazmy, ze kazda droga sktada sie ze m + n krokéw: m krokéw w prawo i
n krokéw w goére. Ponadto droga jest wyznaczona jednoznacznie przez wybor
m krokéw, ktore wykonamy w prawo.

Bardziej formalnie niech X bedzie zbiorem wszystkich drég z punktu (0,0)
do punktu (m,n). Definiujemy funkcje f : Cryinm — X wzorem

(f(A)E) = [ nAl-x+ L]\ Al -y
(A € Chynm, @ € [0,m+ n)).

Innymi stowy, i-ty krok na drodze f(A) wykonujemy w kierunku x wtedy i
tylko wtedy, gdy 7 € A. Funkcja f jest poprawnie okreslona oraz jest bijekcja
— funkcja odwrotna f~': X — C),1p.m dana jest wzorem

fHa):={ie[l,m+n]:a(i)—a(i—1)=x} (a € X). O

WNIOSEK 2.13.
Jedli n jest nieujemng liczba catkowita i k jest dodatnig liczba catkowita, to

#{x:[l,k]—)N: Z]az(j):n}: (n+s—1).

JE[1,k
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Dowo.
Niech X bedzie zbiorem drég z punktu (0,0) do punktu (k — 1,n) oraz

Y = {x:[l,k]—>N: Z x(j):n}.

JE[LK]

Ze Stwierdzenia 2.12 wiemy, ze

n+k—1
|Xr=( ' )

Definiujemy funkcje f : X — Y wzorem

(f(a)() =#{i € [Lin+k—1]:m(a(i)) =j =1 =mla(i = 1))}
(CL S X)7

gdzie 7, : R? — R jest rzutowaniem na pierwszg wspétrzedng. Innymi stowy,
j-ta wspoélrzedna ciagu f(a) jest iloscig krokéw na drodze a w kierunku y
wykonanych ,nad” liczbg j — 1. Funkcja f jest poprawnie okreslona oraz jest
bijekcjg — funkcja odwrotna f~!:Y — X dana jest wzorem

(f 7 (@)(@) = (pi(2),i = pilx))  (z€Y),

gdzie dla kazdego indeksu ¢ € [0,n + k — 1] definiujemy funkcje p; : ¥ — R
wzorem

pi(z) = max{l c0.k):1+ Y a() < z} (xeY).

JEL]

Innymi stowy, wykonujemy najpierw z(1) krokéw (,nad” 0) w kierunku y,
potem jeden krok w kierunku x, nastepnie x(2) krokéw (,nad” 1) w kierunku
y, potem jeden krok w kierunku x, itd. Zauwazmy, ze liczbe [ + Zje[u] x(j)
mozna interpretowac jako numer kroku, w ktorym znajdziemy sie nad liczba

L. ]

2.3. REGULA WLACZANIA I WYLACZANIA

TWIERDZENIE 2.14 (REGUEA WEACZANIA I WYLACZANIA).
Jesli X, @ € J, sa zbiorami i |J| < oo, to

’ieUJXi = ;(—1)“'_1 ) ‘QXZ‘ — Z (—1)%1. Z ‘an

ke[L,]J]] IeCyy i€l

I#o
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DowOD.
Teze udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na |J|. Gdy |J| = 0 lub |J| =1,
to teza jest oczywista. Podobnie tatwo udowodnié¢ powyzszy wzér, gdy |J| =
2. Zat6zmy teraz, ze |J| > 2. Ustalmy element j € J i niech J := J\ {j}.
Korzystajac z zatozenia indukcyjnego, otrzymujemy, ze

Ux :KUXZ»)UX]- - U x (Ux)nx
ieJ ieJ’ ieJ’ e’
:‘U X, +|Xj|—‘U(Xij)

+ 1X5] —

e’ eJ’

= 2D x|+ 1= YD e n )
cy iel cJ’ iel
1#2 1#2

= 3D ]+l D () n
IcJ il IcJ iel
12 170

= 3 (-pnn ‘m XZ-’ =3 (= ’ﬂx‘

ICJ el 1CJ el

140, j¢I jer

=> =" x|
ICJ el
IZo

co konczy dowdd. O

PRZYKLAD.
Niech P bedzie skonczonym podzbiorem zbioru P oraz o : P — N, . Jesli

n = Hpepp“(p), to
1
p(n)=n- H(l — —).
peEP p

DowoOD.
Dla liczby p € P definiujemy zbiér X, wzorem

X, ={me0,n—1]:p|m}

Zauwazmy, ze

nx

pel HPEI p

n

dla dowolnego niepustego podzbioru I zbioru P. Stad

o(m) = 0.0 =1\ X, =n = |U X,

peEP peEP
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— -1 ‘ i
IQP pel ICP pEIp
I#o I
. (- 1
oI I (- )
ICP pel peEP
co konczy dowdd. O]
OZNACZENIE.
Dla n nieujemne;j liczby catkowitej definiujemy zbiory P, i P, wzorami P, :=
Plin 1
P! :={a € P, : a(i) # i dla wszystkich liczb i € [1,n]}.

Elementy zbioru P! nazywamy PERMUTACJAMI BEZ PUNKTOW STALYCH.

LEMAT 2.15.
Jedli n jest nieujemng liczbg catkowity, to

—1)*
2 (k!)'

kelo,n]

| P,| = n!

Dowop.
Dla indeksu i € [1,n] niech

a(i) =1i}.

Korzystajac ze Stwierdzenia 2.1, zauwazmy, ze

X, ={a€P,:

il = |Puap] = (n = |1])!

el

dla kazdego niepustego podzbioru I zbioru [1,n]. Poniewaz |C, | = (}) na
mocy Stwierdzenia 2.3, wiec

P =[P\ U x| =Rl —\ U x
1€[1,n] i€[1,n]
SR
ke(l,n] IeCy, y, i€l
=nl+ > (=D Y (n—k)
ke(l,n] IeCy, i
n! n!
=nl+ Y (- () (n—k)l:(—1)0-a+z —1) il
ke(1,n) " ke[ln]
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kelo,n]

co konczy rozwigzanie. O]

OZNACZENIE.
Dla liczby rzeczywistej x definiujemy liczbe catkowita [z] wzorem

] {m jesli « — |

(AVARWAY
w‘h—t N[

lz] +1 jesliz— |z]
UWAGA.
Jesli x jest liczba rzeczywista, k jest liczbg catkowita i |z —k| < 1, to [z] = k.
WNIOSEK 2.16.
(1) Jesli n jest dodatnig catkowita, to |P| = [%].

. p!
(2) limy, o0 % = %

DowOD.
Wiadomo, ze

E__E:(;?‘<(niDV

kelo,n]

i, w szczegdlnosei,

: (-DF 1
LD DR

keo,n]

To natychmiast implikuje druga czes¢ wniosku. Ponadto,

n! n! (—1)* n! 1 1
Eoip| =% - | < - <=
A R LD <3

|
st n+1)! n+1

co konczy dowdd. O]
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3. FUNKCJE TWORZACE
3.1. SZEREGI FORMALNE

DEFINICJA.
SZEREGIEM FORMALNYM nazywamy kazdy ciag A : N — C, ktéry zapisuje-
my

A=) An) T

Jesli istnieje nieujemna liczba catkowita m taka, ze A(n) = 0 dla wszystkich
liczb catkowitych n takich, ze n > m, to piszemy rowniez

A= > Aln)-T"
n€l0,m]

Zbiér szeregéw formalnych oznaczamy symbolem CI[[T]]. W zbiorze C[[T]
wprowadzamy dziatania dodawania i mnozenia wzorami

(A+ B)(n) :=A(n) + B(n) (A, B eC|[T]], neN)

tzn.

(Z y, - T”) + (Z by, - T”) = Z(an +b,)-T",

neN neN neN

(Zan-T”> : (an-T”> = Z( 3 ak-bn_k> ™

neN neN neN  ke[0,n]
Zbiér CI[T]] wraz z powyzszymi dziataniami jest pierscieniem.

OZNACZENIE.
Zauwazmy, ze kazdy wielomian jest szeregiem. Aby odrozni¢ wartosci wie-
lomianu od jego wspotczynnikéw, n-ty wspédlezynnik szeregu A bedziemy
oznaczaé [T"|A, zamiast A(n).

LEMAT 3.1.
Szereg A € C[[T1]] jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy [T°].A # 0.
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DowOD.
Jesli szereg A jest odwracalny, to istnieje szereg B taki, ze A-B = 1. W
szezegolnosei, [T°)A - [T°)|B = [T°|(A - B) = 1, skad [T°].A # 0.
Przypusémy teraz, ze [T°]A # 0. Definiujemy szereg B wzorem

1

n (g jeslin =0,
7B = —— n € N).
- {_[T%].A ) <Zkze[1,n] [T*]A - [T"’k]B) jeslin >0, ( )

Latwo sprawdzi¢, ze A - B = 1, co konczy dowdd.

OZNACZENIE.
Jesli A i B sa szeregami oraz szereg B jest odwracalny, to symbolem
oznaczamy iloczyn szeregu A i szeregu odwrotnego do szeregu B.

A
B

PRZYKLAD.
Jesli A jest liczba zespolona, to

1
—_— = AT
T
neN
3.2. FUNKCJE TWORZACE

DEFINICJA.
FUNKCJA TWORZACA ciagu a nazywamy szereg »_ _ca(n)-T™.

OZNACZENIE.
Jesli x jest liczbg zepolong, to przez A, oznaczamy funkcje tworzagca ciggu

((i) Jnen, tzn.

A=Y (2) T

neN

LEMAT 3.2.
Jesli x 1 y sa liczbami zespolona, to

Ax—i—y — Ax . Ay.
Ponadto Ay = 1.

DowOD.
Pierwsza czes¢ wynika natychmiast z Wniosku 2.11, natomiast druga wynika
bezposrednio z definicji szeregu Aj. O]

STWIERDZENIE 3.3.
Jesli k jest dodatnig liczbg catkowita, to

aom = e ()

neN
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DowOD.
Korzystajac Wniosku 2.4, otrzymujemy, ze

k k

k __ Ny L Ny

1+7)F =) <n> T Z(n> T" = Ay.
nel0,k] neN

Poniewaz A_j - A, = Ay = 1 na mocy Lematu 3.2, wiec otrzymujemy, ze

1 1 —k o Hie[o,n—u(_k—i) n
(1+T)k:A_k:Ak:Z(n>'T :Z n! T

neN neN
_ [Licpon—y(k +1) T
n!

_ Z(_l)n ‘ HiE[O,n—l](k +n—1-1) o

n!

neN

S s

n

neN

n (kE+n—1 .

_Z(_l) ( L )-T,
neN

co konczy dowdd. O

WNIOSEK 3.4.
Jesli ki m sa dodatnimi liczbami catkowitymi i A jest liczba zespolona, to

1 k+n-—1
. . n_Tn-m'
(1—\-Tm)k Z( k—1 ) A

neN
DowODb.
Wystarczy we wzorze ze Stwierdzenia 3.3 podstawi¢ —\-T™ w miejsce T'. [
FAKT 3.5.

Jedli k € Ny i A¥ = 1+ T dla szeregu A € C|[[T]], to istnieje pierwiastek
zespolony ¢ stopnia k z jedynki taki, ze

A=¢-A

—e (14 3 (-1 eyt k1 7).

3 k-l

neNL

DowoOD.

7 Lematu 3.2 natychmiast wynika, ze (A1) =A; =1+ T. O

1
k

42



MATEMATYKA DYSKRETNA

UWACGA.
Jesli F''i G sa wielomianami o wspétezynnikach zespolonych i G # 0, to
istnieja wielomiany @) i R takie, ze deg R < deg G oraz

F R
c=9"g

UWAGA.
Niech F'i G beda wielomianami o wspotczynnikach zespolonych takimi, ze
deg F' < deg G oraz G(0) = 1. Jedli Ay, ..., A\, sa wszystkimi parami r6znymi
pierwiastkami zespolonymi wielomianu G krotnosci my, . .., m, odpowiednio,
to istniejg liczby zespolone A, ;, j € [1,m,], i € [1,n], takie, ze

=2 Z —)\1T)

1ﬂ1ﬂjﬂ1mJ

PRZYKLAD.
Na ile sposobéw mozna wyptaci¢ kwote n ztotych przy pomocy monet jedno-,
dwu- i piecioztotowych?

ROZWIAZANIE.
Dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n niech a(n) bedzie szukana wielko$-
cia 1 A funkcja tworzaca ciagu a. Zauwazmy, ze

o) (o) ()
Sy

neN  (iy,ia,i3)eN3
i1+2-i9+5-i3=n

=Y #{(irinis) EN* iy 420 ip+5-ig=n} - T"

neN

:Za(n) T =

neN

Stad

= () () ()

neN neN neN
B 1
S (1=-T)-(1-T2)-(1—-1T5)
1

AT (AT gy —¢ 1)
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1311 1 1 1 11
TW0T-T 3 O0-Te 10 0-TP 8 14T
1 1 —el—g2i4 g3t
25 Z l—e.T7 7

i€(1,4]
wiec, korzystajac z Wniosku 3.4, otrzymujemy réwnoscé

13 1 1 (n+2 1

- 24 . 1) + — . 1. =

a(n) 01 (n+ )+10 ( 5 >+( ) 3

1 i 24 34y | _mi
+%-'Z(1—5 - 4e%) ¢
1€[1,4]

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n, gdzie € jest pierwiastkiem pierwot-
nym 5-tego stopnia z 1. Ostatecznie

~

1 Jeéh n =qo 07 2’
% jeslin =9 1,
7 AT .
a(n):inQ_an_i_ 20 JeShn:103797
20 5 % jesli n =y 4, 8,
% Jeéh n =1o 57 7’
\% Jeéh n =qo 67

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n, co konczy rozwigzanie.
Ten sam wynik otrzymujemy, stosujac przedstawienie
1
(1-T7)-(1-T2)-(1—1%)
. (Zie[o,g] Ti) ) (Zie[oA} T%) ) (1 + T5)

A=

(1— T10)3
_ <i€[zw] Ti) ] (ig} T2-i> (1+T%) <n€ZN (n —2|— 2) .T10.n>.

3.3. REKURENCJE

PRZYKLAD.
Definiujemy cigg Fibonacciego F' wzorem

0 jeslin =0,
F(n):=<1 jeslin =1, (n € N).
Fin—1)+F(n—-2) jedlin>2,
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Policzymy funkcje tworzaca F ciagu F. Zauwazmy, ze dla kazdej liczby cat-
kowitej n takiej, ze n > 2, mamy

F(n)-T"=F(n—1)-T"+ F(n —2) - T",

skad
F=) Fn)-T"=T+» (F(n—1)-T"+ F(n—2)-T")
neN n>2
=T+T-Y Fln—1)-T""+7°-3 F(n-2)- 17"
n>2 n>2

=T+T-F+T* F,

wiec
F_ T V5 1 V5 1
I-T-T>" 5 |_wh.p 5 | 167
Vb 1+vB\n . V5 1—vh\n
5 Z( 2 )’T _?Z< 2 )'T’
ne neN
skad
VB 14+VB\n VB 11— /Byn
F(n):?'< 2 >_?< 2 )

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n.

DEFINICJA.
REKURENCJA (LINIOWA O STALYCH WSPOLCZYNNIKACH) RZEDU 7, r € N |
nazywamy kazdy uktad réwnan postaci

(*) Xn+r+ur71'Xn+r71+"'+uO'Xn:f(n>7 nEN,

gdzie u,_1, ..., ug sa liczbami zespolonymi takimi, ze ug # 0, oraz f jest cia-
giem liczb zespolonych. Rekurencje (x) nazywamy JEDNORODNA, jesli f =0
(tzn. f(n) = 0 dla wszystkich nieujemnych liczb catkowitych n). REKUREN-
CJA JEDNORODNA STOWARZYSZONA Z REKURENCJA (%) nazywamy reku-
rencje

Xpyr ttpo1 - Xy +--+up- X, =0, neN.

WIELOMIANEM CHARAKTERYSTYCZNYM REKURENCJI (%) nazywamy wie-
lomian

Z u; - T" € C[TY,

1€[0,r]
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gdzie u, := 1. Méwimy, ze CIAG a JEST ROZWIAZANIEM REKURENCJI (%),
jesli

Z u;i-a(n+1) = f(n)
1€[0,r]
dla kazdej nieujemnej liczb catkowitej n.

UWAGA.
Jesli

(*) Xn+r+ur71'Xn+rfl+"'+u0'Xn:f(n>7 TLEN,

jest rekurencjg rzedu r oraz xo, ..., x,—1 sg liczbami zespolonymi, to ciag a
dany wzorem
Ln jesli n € [0, — 1],
aln) = N
f(n - T) - (Zie[o,rfq Uu; - a(n —r—+ Z)) jeslin > r,
(n € N),

jest rozwiazaniem rekurencji (x). Ponadto, kazde rozwiazanie rekurencji ()
jest tej postaci. W szczegdlnosci, zbiér rozwiazan rekurencji (%) ma wymiar
r.

UWAGA.
Zbiér CN ciggdw o wspdtezynnikach zepolonych jest przestrzenia liniows nad
ciatem liczb zespolonych z dziataniami dodawania ciggdéw po wspodtrzednych
oraz mnozeniem ciggdéw przez skalary po wspotrzednych.

TWIERDZENIE 3.6.
Niech

(*) Xn+r+ur71'Xn+r71+"'+u0'Xn:f(n>7 HEN,

bedzie rekurencja.

(1) Jesli rekurencja (x) jest jednorodna, to zbiér rozwiazan rekurencji (x)
jest podprzestrzenig liniows przestrzeni CN.

(2) Jesli ciagi a i b sa rozwigzaniami rekurencji (), to ciag a — b jest roz-
wiazaniem stowarzyszonej rekurencji jednorodne;j.

(3) Jesli ciagi a i b sa rozwiazaniami rekurencji (x) oraz stowarzyszonej

rekurencji jednorodnej, odpowiednio, to ciag a + b jest rozwiazaniem
rekurencji (x).
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DowoOD.
Cwiczenie. O

UWAGA.
Jesli

(*) Xn+r+ur71'Xn+r71+"'+u0'Xn:f(n>7 nENv

jest rekurencja, to zbior A rozwigzan tej rekurencji mozemy znajdowaé na-
stepujaco:
(1) znajdujemy zbiér A’ rozwiazan stowarzyszonej rekurencji jednorodnej,

(2) znajdujemy jedno rozwiazanie a rekurencji (x),

(3) A =a+ A, tzn. rozwigzaniami rekurencji (x) sa ciagi postaci a + a,
gdzie a' € A’.

TWIERDZENIE 3.7.
Jedli A1, ..., \; sg wszystkimi parami roznymi pierwiastkami krotnosci kq, . . .,
k;, odpowiednio, wielomianu charakterystycznego F' rekurencji jednorodne;j

(*) Xn+r+ur—1'Xn+r—1+"'+u0'Xn:O, nGN,

rzedu 7, to ciagi (n/ - \'),en, @ € [1,1], 7 € [0,k; — 1], tworza baze prze-
strzeni rozwiazan rekurencji (x). W szczegélnosei, dla kazdego rozwiazania a

rekurencji () istnieja liczby zespolone p; ;, i € [1,1], j € [0, k; — 1], takie, ze

a(n) = Z Z pig - A

1€[1,l] 7€[0,k;—1]

DowOD.
Poniewaz zbiér rozwiazan rekurencji () ma wymiar r, wiec wystarczy udo-
wodnié, ze kazde rozwiazanie rekurencji () jest kombinacja liniowa powyz-
szych ciagéw. Niech ciag a bedzie rozwigzaniem rekurencji (x). Policzymy
funkcje tworzaca A ciagu a:

(Z ui-T“i)-A

1€[0,r]

(v (o)

j€(o,r] neN
= E uT—j a (n) izﬂn-i_'7
j€[0,r]
neN

— Z Zur_j-a(m—j)-Tm

me[0,r—1] j€[0,m)]
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> upya(m— )T

m>r]e[0 r

= > > wjalm—j)-T"

me[0,r—1] j€[0,m)]

—1—221% (n+i)- T

neN {€[0,7]

= D D weyralm—y)- T,

me[0,r—1] j€[0,m)]
gdzie u, := 1, wiec

ZmE[O,T—l} ZjG[O,m} Up—j a(m - Z) -

A= :
Zie[o,r] w; - I

Zauwazmy, ze

deg Up—j-a(m—1) - T™ < r =deg u - T,
> % (2w )

me[0,r—1] j€[0,m)] 1€[0,7]
Poniewaz > ;¢ Ui - Tr=" = T7 - F(3), wiec liczby A{', ..., A" sa para-
mi réznymi pierwiastkami wielomianu Zie[o o Ui T"—" krotnoéci ky, ..., ki,

odpowiednio. Stad istniejg liczby zespolone A, ;, ¢ € [1,1], j € [1, k], takie,
ze
A= D G- A oo
(1= -T)
1€[L,1] j€[1,k;]
7 Wniosku 3.4 wynika, ze
j+n—1
A= (Y S g (V)
neN ie[1,l] j€[1,k;]
tzn.
] —1
Yy A ()
1e[1,l] je[1,k;] "

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n. Na zakonczenie ustalmy dodatnia
liczbe catkowity j. Wtedy istnieja liczby zespolone B;,, p € [0, — 1], takie,

ze
j+n—1
( j—1 )Z 2 By
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Stad

ain)=>_ Y ( > Az',j'Bj,p)'np')\?

ie[l,l}pG[O,ki—I] ]E[l,kz—l]
dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n, co konczy dowod. O

PrzykraD (WIEZE z HANOI).
Dane sa trzy pionowe prety. Na pierwszym z tych pretow jest natozonych n,
n € N, krazkéw réznego rozmiaru w ten sposéob, ze krazki mniejsze znajduja
sie nad krazkami wiekszymi. Ilu ruchéw potrzeba, aby przetozyé¢ wszystkie
krazki na pret trzeci, jesli w jednym ruchu mozemy przetozyé¢ jeden krazek
pomiedzy dowolnymi dwoma pretami, przy czym w zadnym momencie nie
wolno ktasé krazka wiekszego na mniejszego?

ROZWIAZANIE.
Dla kazdej liczby catkowitej nieujemnej n oznaczmy przez a(n) szukana wiel-
kos¢. Latwo zauwazyé, ze a(0) = 0 oraz a(n) = 2-a(n — 1) + 1 dla kazdej
dodatniej liczby catkowitej n. W szczegdlnosci, a(1) = 1. Ponadto

an+2)—an+1)=2-a(n+1)+1)—(2-a(n)+1)
=2-a(n+1)—2-a(n)

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n. Zatem ciag a jest rozwigzaniem
rekurencji jednorodnej

Xpio—3 Xp1+2-X, =0, neN.

Wielomianem charakterystycznym tej rekurencji jest wielomian 7% —3-T+2,
ktérego pierwiastkami (jednokrotnymi) sa 11 2. Zatem istnieja liczby zespo-
lone pq i po takie, ze

a(n) = p - 2" + po

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n. Podstawiajac n = 0 in = 1,
wyliczamy, ze pu1 = 1 oraz uy = —1, zatem ostatecznie
a(n) =2" -1

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n.

TWIERDZENIE 3.8.
Jedli f € C[T1, to istnieje rozwiazanie rekurencji

(*) Xn+r+ur—1'Xn+r—1+"'+uD'Xn:f(n)7 nGN,

49



MATEMATYKA DYSKRETNA

rzedu r postaci (n* - g(n))nen, gdzie k jest krotnoscig 1 jako pierwiastka wie-
lomianu charakterystycznego rekurencji (x), zas g € C[T] jest wielomianem
stopnia co najwyzej deg f.

DowOD.
Niech m := deg f (m := —1, gdy f = 0). Pokazemy najpierw, ze istnieje
rekurencja jednorodna

(**) Xntr4m+1 + u;_,_m *Xogrtm + 0+ u6 - Xp=0,neN,
rzedu r +m + 1 taka, ze spelnione sg nastepujace warunki:

1. jedli ciag a jest rozwiagzaniem rekurencji (x), to ciag a jest rozwiazaniem
rekurencji (%),

2. jesli F' i G sa wielomianami charakterystycznymi rekurencji () i (),
odpowiednio, to G = (T'— 1)™*! . F.

Dowodd powyzej tezy bedzie indukeyjny ze wzgledu m. Dla m = —1 teza jest
oczywista. Dla m > 0 rozwazmy rekruencje

(* * *) Xn+r+1+(ur—1_ur)'Xn+r+' : '+(u0_u1)'Xn+1 UO - h( )7 n e N>

gdzie u, ;=11 h:= f(T'+1)— f(T). Zauwazmy, ze jesli ciag a jest rozwiaza-
niem rekurencji (x), to ciag a jest rozwiazaniem rekurencji (* x %). Ponadto
wielomian charakterystyczny rekurencji () jest postaci (1'—1) - F. Wresz-
cie rzad rekurencji (x %) jest rowny r+1 i degh = m— 1, zatem teza wynika
z zalozenia indukcyjnego.

Niech \g = 1, A1, ..., A\ beda pierwiastkami wielomianu G krotnosci k
k+m+1, ki, .. k:l, odpowiednio. Ustalmy rozwiazanie a rekurencji

(%)
7 Twierdzenia 3.7 wiemy, ze istniejg liczby zespolone A4, ;, i € [0,1], j €
[0, k; — 1], takie, ze

i€[0,1] 5€[0,k;—1]

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n. Poniewaz pierwiastkami wielomia-
nu F'sg \g, A1, ..., A\, aich krotnoscito k = kg—m—1, kq, ..., k;, odpowied-
nio, wiec korzystajac ponownie z poprzedniego twierdzenia otrzymujemy, ze
ciag a’ dany wzorem

Z Ao - nj—i-z Z Aijeon? AP (n € N)

j€[0,k—1] i€[1,l] je[0,k;—1]
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jest rozwiazaniem rekurencji jednorodnej stowarzyszonej z rekurencja (k).
Wobec Twierdzenia 3.6 (3) oznacza to, ze ciag a — o’ jest rozwiazaniem
rekruencji (). Poniewaz

(a—ad)(n)= Z Agj-n? =nk- Z Ag iy -1’
jElk,k+m)] j€[0,m]
dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n, to konczy dowdd. O]

UWAGA.
Podobne, bardziej ogélne, twierdzenie mozna sformutowaé¢ w sytuacji, gdy
cigg f jest kombinacja liniowa ciagdéw postaci (A" - n*) dla liczb A € C oraz
ke N.

PRZYKLAD.
Definiujemy cigg s wzorem

s(n) == Z K? (n € N).

kell,n]
Zauwazmy, ze ciag s jest rozwigzaniem rekurencji
Xpp1 — X, =n4+3-n*+3-n+1, neN.

Wielomianem charakterystycznym powyzszej rekurencji jest wielomian 7'—1,
ktérego jedynym pierwiastkiem (jednokrotnym) jest 1. Z Twierdzenia 3.8
wynika zatem, ze istnieja liczby zespolone pg, 1y, ph 1y takie, ze

(*) sn+1)—=sn)=n*+3-n*+3-n+1

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n, gdzie ciag s’ zdefiniowany jest
wzorem

S(n) = n- (- n® + sy gl m+ i) (nEN).
Podstawiajac powyzszy wzér do réwnosci (x) i poréwnujac wspotezynniki
przy poszczegolnych potegach liczby n, otrzymujemy uktad rownan
4.y =
3-py 4+ 6-py =
2-pp + 3-py + Aipg =
po + om o+ oy + 0 opy =

—_ W W

ktorego rozwiazaniem sa liczby
1 1 1
/lé):O’ :ullzza :u/2:§> ﬂg:Z'
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Na mocy Twierdzenie 3.7 istnieje liczba zespolona p taka, ze

1 1 1
s(n):z-n4+§-n3+z-n2—l—,u

dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n. Podstawiajac n = 0, otrzymujemy,
ze p = 0, zatem ostatecznie
. 1 . ng + 1 . n2 — M
4 2 4 4
dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n.

TWIERDZENIE 3.9.
Niech A bedzie funkcja tworzaca ciagu a. Jesli

F
A - r—1
Zie[o,r] (CRNE
dla pewnych liczb zespolonych wug, ..., u, takich, ze ug # 0 i u, = 1, oraz
wielomianu F' € C[T] takiego, ze deg F' < r, to ciag a jest rozwiazaniem
rekurencji

Xopgr + - Xpyr1+-+u- X, =0, neN.

DowoOD.
Zauwazmy, ze powyzsza rOwnosé¢ oznacza, ze

(Z ui-T’”_Z)-A:F,

i€l0,r]
zatem
0= [T""|F TW((Z wi T ) ) 3" - aln + 1)
i€[o,r] i€lo,r]
dla wszystkich nieujemnych liczb catkowitych n, co konczy dowod. O]
PRZYKLAD.

Dla nieujemnej liczby catkowitej n niech a(n) oznacza ilosé ciagéw binarnych
dhugosci n, w ktorych wystepuje parzysta liczba jedynek oraz kazde dwie
jedynki rozdzielone sa co najmniej jednym zerem.

Niech n bedzie dodatnig liczbg catkowita. Zauwazmy, ze ciggdéw dtugosci n
spelniajacych powyzszy warunek zaczynajacych sie od 0 jest a(n — 1). Z
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drugiej strony, jesli mamy cigg x dtugosci n speliajacy powyzsze warunki
taki, ze z(1) = 1, to definiujemy liczbe k, wzorem

ky :=min{i € [2,n] : z(i) = 1}.

Zauwazmy, ze k, € [3,n]. Dla ustalonej liczby k € [3,n — 1] ciagéw z, dla
ktorych k, = k, jest a(n — k — 1). Ponadto, jesli n > 3, to mamy doktadnie
jeden ciag x, dla ktérego k, = n (z = (1,0,...,0,1). Otrzymujemy zatem,
ze

jeslin=1,2,

-1
a(n) =
(n) {a(n — 1)+ hepnyan—k—1)+1 jeslin>3.

Zauwazmy tez, ze a(0) = 1. Z powyzszej réwnosci wynika, ze

A= an)-T

neN

=14> an-1)-7""-T

n>1

+3 Y an—k—1) TRt Ly

n>3 ke[3,n—1] n>3

=1+7T- A+ZZ aln — _1 Tn*kfllTkﬁ’l_'_

k>3 n>k+1

T3
1-T

TS
=1+T-A+)y AT+ ——
k>3

T4 T3
- A + — 7

=147 A+

skad

1-T+7T°

AT T =10

a wiec ciag a jest rozwigzaniem rekurencji
Xn+4—2'Xn+3+Xn+2—Xn:0, n € N.

Zauwazmy, ze a(0) = a(1) = a(2) = 1 oraz a(3) = 2.
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PrzYKEAD (L1czBY CATALANA).

Dla nieujemnej liczby catkowitej n niech ¢(n) oznacza liczbe drzew binarnych
o n wierzchotkach. Przypomnijmy, ze drzewem binarnym o n wierzchotkach
nazywamy drzewo puste &, gdy n = 0, oraz pare (L, R) drzew binarnych o
ki (n — 1) — k wierzchotkach dla pewnej liczby k € [0,n — 1], gdy n > 0.
Zauwazmy, ze ¢(0) = 1 oraz

cn)= > c(h)-e(n—1-7)
j€fo,n—1]

dla kazdej dodatniej liczby caltkowitej n. Niech C bedzie funkcja tworzaca
ciggu c. Wtedy

C= c(n)-T"
neN
=1+> > cj) T eln—1—4)- 7" T
n>1 j€[0,n—1]
jeEN n>j+1
=14T-> ;- TV ¢ T"=1+T-C,
JEN neN
skad
1-V1—-4-T 1+v1—-4-T
T.C= . b T.C= - . |

Korzystajac z Faktu 3.5, otrzymujemy, ze

. 2-1—1
/—1_4.T:1_ZH1€[1,711}( )4nTn

2" . n!
n>1
2 Ilicpny@-i=1)-(n-1t-271
=1- Z. ' ' T
w1 (n—=1)!(n—1)
2 2n — 2
n n—1
ne>1
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1++v1—-4-T 1 (2n—2
+ :1_2 (n ).Tn’

2 —n n—1
zatem
1 2n — 2 1 2n
C = Z. LTl — . LT
Zn <n—1) Zn—|—1 (n) ’
n>1 neN
a wiec ¢(n) = n+r1 . (2:) dla wszystkich nieujemnych liczb calkowitych n.

3.4. WIELOMIANY WIEZOWE

DEFINICJA.
Niech n i m beda nieujemnymi liczbami catkowitymi. SZACHOWNICA O n
WIERSZACH 1 m KOLUMNACH nazywamy kazda trojke B = (I, J, F'), gdzie I
i J sa zbiorami takimi, ze |I| =n i |J| =m, oraz F C I x J. Zbiér F nazy-
wamy zbiorem POL ZABRONIONYCH. Innymi stowy, szachownica to tablica o
n wierszach i m kolumnach, w ktorej czesé pol jest polami zabronionymi.

DEFINICJA.
Niech B = (I, J, F') bedzie szachownica oraz k nieujemna liczba catkowita.
ROZSTAWIENIEM k WIEZ NA SZACHOWNICY B nazywamy kazdy podzbior
AC (I xJ)\F taki, ze |A| = k oraz

ANy xDI<1 i JANUIx )l <1

dla wszystkich indekséw ¢ € ['i j € J. Liczbe rozstawien k wiez na szachow-
nicy B oznaczamy przez 12 (k).

PRZYKLAD.
Jedli B = (I, J, F) jest szachownica, to r?(0) = 1, r?(1) = |I| - |J| — |F] i
rP(k) = 0 dla kazdej liczby caltkowitej k takiej, ze k > |I| lub k > |J]|.

PRZYKLAD.
Dla dodatniej liczby catkowitej n liczba permutacji o zbioru [1, n] takich, ze
o(i) # 4,i + 1 dla wszystkich liczb i € [1,n], jest réwna liczbie r?(n) dla
szachownicy
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o n wierszach i n kolumnach.

DEFINICJA.
WIELOMIANEM WIEZOWYM SZACHOWNICY B nazywamy funkcje tworzaca
ciggu 7. Wielomian wiezowy szachownicy B oznaczamy symbolem Rp.
PRZYKLAD.
Jesli B=(I,J, F), to Rgx = Rp, gdzie B™ := (J, I, F*) oraz

F" = {(j,i): (i,7) € F}.

PRZYKLAD.
Jesli B = (1, J,2), to

- (|]z;|> | (Ii\) g

keN
PRZYKEAD.

Jesli B=(1,J,1I x J),to Rg = 1.
PRZYKELAD.

Jesli n jest nieujemng liczba catkowity i

jest szachownicg o n wierszach i n kolumnach, to

RBH=Z<Z) TF=(1+T)" =Ry,

keN
OZNACZENIE.

Jesli B = (I,J, F) jest szachownica, 0 € P; i 7 € P;, to definiujemy sza-
chownice B, i B™ wzorami B, := (I, J, F,), gdzie

Fo:={(o(i),j) : (i,j) € F},
oraz BT := (I, J, F7), gdzie
FT=A{(i,7(5)) - (i,)) € F}.

Moéwimy, ze szachownice B, i B” sg otrzymane z szachownicy B przez PER-
MUTACJE WIERSZY 1 KOLUMN, odpowiednio. Zauwazmy, ze (B,)” = (B7), i
te szachownice oznaczamy B .
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UWAGA.
Jesli B = (1, J, F) jest szachownica, 0 € P i1 € Py, to Rg, = Rgp = Rp-.

STWIERDZENIE 3.10.
Niech B = (I, J, F') bedzie szachownica. Jesli [ = [ UL, i J = J; U Js, przy
czym [1ﬂ[2:®iJ1ﬁJ2:®0raz
([1 X JQ) U ([2 X Jl) - }717
to RB = R31 . RBQ, gdzie
Bl = ([1, Jl,Fﬂ (Il X ']1)) 1 Bg = ([2, JQ,F N ([2 X Jg))

Innymi stowy, jesli

B,

B:
By

to RB = RBl . RBQ.

DowOD.
Ustalmy nieujemng liczbe catkowita £ i niech X bedzie zbiorem wszystkich
rozstawien k wiez na szachownicy B. Jesli dla nieujemnej liczby catkowitej [
przez Y; i Z; oznaczymy zbiory wszystkich rozstawien [ wiez na szachownicach
By i By, odpowiednio, to funkcja f: X — Uzqo,k] Y, X Zj_; dana wzorem

FAA) = (AN (L x 1), AN (L x 1)) (A€ X),

jest dobrze okreslona i jest bijekcjg — funkcja odwrotna f~! : Ule[o,k] Y, x
Zr_1 — X dana jest wzorem

f(Al,AQ) =AU A, (Al S Yz, Ay € Zk,l, l e [O,k’D
Stad

[TMRp =rP(k) = |X|= ) Y| |Z]

1€]0,k]
= > B0 Pk — 1) = [T¥(Rp, - Ra,).
l€[0,k]
co konczy dowdd. O
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OZNACZENIE.
Jesli B = (1, J, F) jest szachownica, iy € I i jo € J, to definiujemy szachow-
nice B;, 1 B wzorami By, := (I \ {io}, J, F},), gdzie

E,=A{(i,)) € F:i#io},
oraz B := (I, J\ {jo}, F’°), gdzie
FP = {(i,j) € F': j # jo}-

Moéwimy, ze szachownice By, i B’ sa otrzymane z szachownicy B przez
USUNIECIE WIERSZA 735 ORAZ KOLUMNY jy, odpowiednio. Zauwazmy, ze
(Bj, )7 = (B¥),, i te szachownice oznaczamy BZJS
UWAGA.
Niech B = (I, J, F') bedzie szachownica, ig € I i jo € J. Jesli (ip,j) € F dla
kazdego indeksu j € J, to Rp, = Rp. Podobnie, jesli (i, 7o) € F dla kazdego
indeksu i € I, to Rgj, = Rp.

TWIERDZENIE 3.11.
Jesli B = (1, J, F) jest szachownica oraz (ig, jo) € (I x J) \ F, to

Rg=Rp +T- R

JO 9
Bi0

gdzie B’ := (1, J, FU{(io, jo)}), tzn. szachownica B’ powstaje z szachownicy
B przez zamiane pola (ig, jo) na pole zabronione.

DowOb.
Ustalmy dodatnia liczbe catkowita k. Niech X bedzie zbiorem wszystkich
rozstawien k wiez na szachownicy B. Zauwazmy, ze X = X; U X, gdzie X;
jest zbiorem tych rozstawien A, dla ktérych (ig, jo) € A, zas X jest zbiorem
tych rozstawienn A, dla ktérych (ig, jo) € A. Oczywiscie X;N Xy = &. Ponadto

|1 X1| = rB(k) oraz | Xo| = Tng(k — 1), zatem

[THRp = rB(k) = |X| = | Xu| + |Xs| = 7% (k) + rP0 (k — 1)
= [T*|Rp + [T" 'R = [T*|Re + [T*)(T - Rpio)
’LO 'LO
= [T"(Rp + T - R o)
0
Oczywiscie
T)Ry =1=1+0= TRy + [T°)(T- Rpy) = [T)(Rpr + T - Ry,

co konczy dowdd. O
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DEFINICJA.
NEGATYWEM SZACHOWNICY B = (I, J, F') nazywamy szachownice B dang
wzorem
E = (I7 J? F)?

gdzie F:= (I x J)\ F.

TWIERDZENIE 3.12.
Jesli n jest nieujemna liczba catkowita oraz B = (I, J, F') jest szachownica
taka, ze |I| =n =|J|, to

kelo,n]

DowOD.
Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze I = [1,n| = J. Niech B' := (1, J, @)
oraz niech X 1Y beda zbiorami wszystkich rozstawien n wiez na szachowni-
cach B i B’, odpowiednio. Zauwazmy, ze

xX=vy\{J %

1€[1,n]
gdzie
Vi={AeY : An{i} x J)NF = o} (i € [1,n]),

tzn. Y; jest zbiorem tych rozstawien A n wiez, w ktérych wieza stojaca w
wierszu ¢ stoi na polu dozwolonym w szachownicy B. Ustalmy liczbe k €
[0, n]. Zbibr Z, rozstawien k wiez na szachownicy B mozemy przedstawi¢ w
postaci

gdzie
VAL 2:{A€Zk2Ag[/XJ} ([/EC[’]C),

tzn. Zp jest zbiorem tych rozstawien A k wiez na szachownicy B, w ktérych
stoja one we wierszach o indeksach nalezacych do zbioru I’. Zauwazmy, ze

nv

icl’
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dla dowolnego podzbioru I’ € Cf, skad

2 myl": Y (=R Zr| = (n—k)- |Zi] = (n = k)L B (k),

[’EC]’)C iel’ [’EC’[’)C

zatem teza wynika ze wzoru wlaczen i wylaczen (zauwazmy, ze |Y| = n! =

1L-n!=7rP(0)-n!). O
PRZYKLAD.

Ustalmy nieujemna liczbe catkowita n. Niech a(n) oznacza liczbe permutacji

o € P, takich, ze o(i) # 1,1+ 1 dla wszystkich liczb i € [1, n]. Z powyzszego
twierdzenia wynika, ze

jest szachownicg o n wierszch i n kolumnach. Ponumerujmy pola dozwolone
powyzszej szachownicy liczbami catkowitymi ze zbioru [1, 2n — 1] poczynajac
od lewego gérnego rogu. Dla ustalonej liczby k& € [1, n| rozstawienia k wiez na
szachownicy B sa parametryzowane za pomoca k-elementowych podzbioréw
zbioru [1,2 - n — k]. Istotnie, rozstawieniu wiez na polach o numerach i; <
-+« < iy, mozemy przyporzadkowaé podzbior {iy,is—1,... iy —(k—1)}. Stad

— Z (Q.Hk_k)'Tk7

kelo,n]
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4. SYSTEMY REPREZENTANTOW I TWIERDZENIE HALLA

DEFINICJA.
SYSTEMEM REPREZENTANTOW ciagu (A1, ..., A,) podzbioréw zbioru X na-
zywamy kazdy ciag (ai,...,a,) elementow zbioru X taki, ze a; € A; dla

kazdego indeksu i € [1,n| oraz a; # a; dla wszystkich indekséw 7,5 € [1,n]
takich, ze i # j.

UWAGA.
Niech (Ai,...,A,) bedzie ciagiem podzbioréw zbioru X oraz niech B :=
([17 n]? X7 F)? gdZie

F:={(i,a) e [1,n] x X :a & A;}.

Wtedy ciag (A1, ..., A,) posiada system reprezentantow wtedy i tylko wtedy,
gdy deg Rp = n. Ponadto ilo$¢ systeméw reprezentantéw jest rowna [T"|Rp.

DEFINICJA.
Méwimy, ze ciag (A1, ..., A,) podzbioréw zbioru X spelnia WARUNEK HAL-
LA, jesli
‘U&ZW
icl

dla kazdego podzbioru I C [1,n].

TWIERDZENIE 4.1 (HALL).
Ciag (A4, ..., A,) podzbioréw zbioru X posiada system reprezentantéw wte-
dy i tylko wtedy, gdy spetnia warunek Halla.

DowOD.
Jest oczywiste, ze jedli ciag (A1, ..., A,) posiada system reprezentantéw, to
spelnia warunek Halla. Pokazemy teraz, ze jesli ciag (A, ..., A,) spelnia wa-
runek Halla, to posiada system reprezentantow. Jesli |A;| = 1 dla kazdego

indeksu ¢ € [1,n], to z warunku Halla wynika, ze A; N A; = @ dla wszystkich
indekséow 4,5 € [1,n] takich, ze i # j, wiec teza jest oczywista. Zalézmy
zatem, ze istnieje indeks i € [1,n] taki, ze |A;] > 1. Bez straty ogdlnosci
mozemy przyjaé, ze |A;| > 1. Ustalmy elementy o', a” € A; takie, ze a’ # a”.
Niech A} := A; \ {d'} oraz A] := A; \ {d"}. Dla zakoniczenie dowodu wy-
starczy pokazadé, ze jeden z ciagoéw (A}, As, ..., An) 1 (A7, As, ..., A,) spelnia
warunek Halla oraz skorzysta¢ z zatozenia indukcyjnego.

Przypus$émy, ze ciag (A}, As, ..., A,) nie spelnia warunku Halla. Wtedy ist-
nieje podzbior I C [2,n] taki, ze |B| < |I|, gdzie

B:= A Ul A,

iel
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Aby pokazaé, ze ciag (A7, A, ..., A,) spelnia warunek Halla, wystarczy po-
kazac, ze

arulJ 4

ieJ

> |J]

dla dowolnego podzbioru J C [2,n]. Ustalmy podzbior J C [2,n] oraz niech
C =AUl A
ieJ
Zauwazmy, ze

BuC=4U (] 4,

i€luJ

skad |[BUC| > |I U J|. Z drugiej strony

BnCc2 | 4,

ielnJ

wiec |[BNC| >[I N J|. W efekcie
|B|+|C|=|BUC|+ |BNC|>|[IUJ|+|INnJ|=I|I+|]],

co konczy dowdd wobec nieréwnosci |B| < |I]. O

STWIERDZENIE 4.2.
Niech (Aj,...,A,) bedzie ciagiem podzbioréw zbioru X. Jesli istnieje do-
datnia liczba naturalna d taka, ze |A;| > d dla kazdego indeksu i € [1,n)]
oraz

H{iel[l,n:xe A} <d

dla kazdego elementu x € X, to ciag (Ai, ..., A,) spetnia warunek Halla.

DowoOD.

Ustalmy podzbior I C [1,n] oraz niech B :=|J._.; A;. Niech

el
M :={(i,x) e I x X :x € A;}.

Wtedy |M| > d - |I|, gdyz |A;| > d dla kazdego indeksu i € I. Zarazem z
drugiego warunku wynika, ze |M| < |B|-d, co oznacza, ze |B| > |I|, i konczy
dowod. ]
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DEFINICJA.
Niech m i n bedg nieujemnymi liczbami catkowitymi. PROSTOKATEM LACIN-
SKIM o m wierszach i n kolumnach nazywamy kazda m x n-macierz A = [a; ;]
o wspoOtczynnikach w zbiorze [1,n] taka, ze a;, j, # @iy, dla wszystkich in-
deksow iy, i9 € [1,m] oraz ji, jo € [1,n] takich, ze i; =iy 1 j; # jo lub j; = jo

i1 # is.

PRZYKLAD.
Macierz

4 1 5 3 2

1 2 4 5 3

2 5 3 4 1

jest prostokatem tacinskim.

DEFINICJA.
Niech A bedzie prostokatem tacinskim o m wierszach i n kolumnach. Méwimy,
ze prostokat tacinski B o p wierszach i ¢ kolumnach jest ROZSZERZENIEM
PROSTOKATA A, jedli p > m, ¢ = n, oraz b;; = a;; dla wszystkich indekséow
ie[l,m]ijell,n].

PRZYKLAD.
Liczba sposobow, na ktére mozna rozszerzyé prostokat A z poprzedniego
przyktadu do prostokata o 4 wierszach jest rowna ilosci rozstawien 5 wiez na
nastepujacej szachownicy

TWIERDZENIE 4.3.
Jesli m i n sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, to kazdy prostokat tacinski
o m wierszach 1 n kolumnach mozna rozszerzy¢ do kwadratu tacinskiego.

DowOD.
Bez straty ogoélnosci mozemy zatozy¢, ze m < n.
Jesdli m = n, to nie ma co dowodzi¢, zatézmy zatem, ze m < n.

Niech A bedzie prostokatem tacinskim o m wierszach i n kolumnach. Wystar-
czy udowodnié, ze prostokat A mozna rozszerzy¢ do prostokata tacinskiego o
m + 1 wierszach. Niech

A;j=[1,n|\{a;; i €[l,m]}
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dla indeksu j € [1,n|. Zauwazmy, ze |A;| = n —m. Podobnie,
Hiell,n]:i€Aj}{=n—m
dla kazdego indeksu i € [1,n]. Korzystajac z poprzedniego stwierdzenia wie-

my, ze ciag (Ay, ..., A,) posiada system reprezentantéw (aq, ..., a,). Wtedy
macierz B o m + 1 wierszach i n kolumnach dana wzorem

_— {ai,j jeslii e [1,m]ij € [1,n],
Y Na; jeSlii=m4+11j€[1,n],
(tell,m+1], j €[1,n]),
jest prostokatem tacinskim, ktory jest rozszerzeniem prostokata A. O]

DEFINICJA.
Niech n bedzie nieujemna liczba catkowita. Macierz P o n wierszach i n ko-
lumnach oraz wspotezynnikach w zbiorze N nazywamy MACIERZA PERMUTA-
cJ1, jesli Zje[lm] pi,; = 1 dla kazdego indeksu ¢ € [1,n| oraz Zieu,n] pij =1
dla kazdego indeksu j € [1,n].

TWIERDZENIE 4.4 (BIRKHOFF).
Niech A bedzie macierza o n wierszach i n kolumnach oraz wspotezynnikach
w zbiorze N. Jesli istnieje [ € N takie, ze 236[1 n) Gij = [ dla kazdego indeksu

i € [1,n] oraz Zze[ln a;; = | dla kazdego indeksu j € [1,n], to macierz A
jest suma [ macierzy permutacji.

Dowop.
Dla indeksu i € [1,n] niech

Ai = {j S [1,77,] S # O}
Pokazemy, ze ciag (Aj,...,A,) spelnia warunek Halla. Istotnie, jesli I C

[1,n] to
0= ay=3, > o

i€l je[l,n] i€l jeUper Ap
= E E i <
JEUper Ap 1€l pel

Niech (ay, ..., a,) bedzie system reprezentantéw dla ciagu (Ay, ..., A,). Wte-
dy macierz P dana wzorem

1 jeslij=ua; i€ |l,nl, o
Dij = . [ ] (Zvj € [1,”]),
0 w przeciwnym wypadku,

jest macierzg permutacji i teza wynika z zatozenia indukcyjnego zastosowa-
nego do macierzy A — P. ]
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5.  WAZNE CIAGI LICZBOWE
5.1. LICZBY STIRLINGA

DEFINICJA.
Niech k£ € N. ROZKEADEM ZBIORU X NA k CZESCI nazywamy kazdg rodzine
A C 2¥\ {o} tak, ze |[A| =k, X =J, o4 A oraz AN B = & dla wszystkich
zbioréw A, B € A takich, ze A # B. .

OZNACZENIE.
Jesli n, k € N, to przez {Z} oznaczamy liczbe rozktadéw zbioru [1,7n]| na k
czesel.

PRZYKEAD.
{8} =1 oraz {g} = 0 dla wszystkich liczb n € N.

PRZYKEAD.
{(1)} =0 oraz {71‘} = 1 dla wszystkich liczb n € N,.

PRZYKLAD.
{Z} = 0 dla wszystkich liczb n, k € N takich, ze n < k.

PRZYKEAD.
{"} =1 dla wszystkich liczb n € N.

PRZYKLAD.
{nT—ll} = (g) dla wszystkich liczb n € N.

PRZYKLAD.
4
{2} =T
TWIERDZENIE 5.1.
Jeslin, k € N, to

6

Niech X bedzie zbiorem wszystkich rozkladéw zbioru [1,n] na k czesci. Po-
dobnie, niech Y] bedzie zbiorem wszystkich rozktadéw zbioru [1,n — 1] na
k — 1 czesci 1 niech Y; bedzie zbiorem wszystkich rozktadéw zbioru [1,n — 1]
na k czesci. Rozwazmy funkcje f: X — Y; UY; dana wzorem

fA):={A\{n} - Ac A}

dla rodziny A € X. Funkcja ta jest poprawnie okreslona. Istotnie, jesli {n} €
A, to f(A) € V1. W przeciwnym wypadku, f(A) € Y, . Ponadto, jesli B € Y},
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to |f~1(B)] = 1, podczas gdy |f~*(B)| = k dla rodziny B € Y3, co konczy
dowdd. Istotnie,

fH(B)={BU{{n}}}

jesli B € Y7, oraz

B ={B.u{n},....B},....{B1,..., B, U{n}}}
jesli B={By,..., By} € Ya. O

OZNACZENIE.
Dla liczby k& € N niech S, bedzie funkcjg tworzaca ciggu ({Z})neN-

WNIOSEK 5.2.
Jesli k € N, to

7%
Hie[l,k](l —- T>‘

Sk =

DowOD.
Dla k = 0 teza jest oczywista, zaldzmy zatem, ze k > 0. Wtedy

S’“:Z{Z}'Tn:n;quii}*k'{n;l})'T”

neN
n n
7. T4 ke T LT
S {0 e {i)
neN neN
=T -8 1+k-T- Sk,
skad
T
Sk 1_k.T‘Sk—17
wiec teza wynika przez prosta indukcje. O]

STWIERDZENIE 5.3.
Jesli A i B sy zbiorami, to liczba surjekcji ¢ : A — B jest réwna k! - {1},
gdzie n := |A] i k := |B|.

DowOb.
Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze A = [1,n] oraz B = [1, k]. Niech X
bedzie zbiorem wszystkich surjekcji ¢ : A — B, za$ niech Y bedzie zbiorem
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wszystkich podzialéw zbioru A na k czesci. Wtedy Y] = {7}. Rozwazmy
funkcje f : X — Y dang wzorem

fle) ={e ' (1),..., 07 (k)}

dla funkcji ¢ € X. Wtedy funkcja f jest poprawnie okreslona. Ponadto dla
podziatu A € Y mamy |f~!(A)| = k!. Istotnie, jesli A = {A;,..., A} €Y,
to

fHA) ={ps 10 € B},

gdzie dla permutacji o € Py, funkcja ¢, : [1,n] — [1, k] dana jest wzorem:

po(a) == ol(i),
jesli a € A; dla liczby i € [1, k]. Stad

n
xi= 1l = e {7

co konczy dowdd. O]

WNIOSEK 5.4.
Jedli n, k € N, to

e 5o ()- (- 5 o)
1€[0,k] 1€[0,k] j€[0,i] L

DowOD.
Niech X bedzie zbiorem wszystkich funkcji ¢ : [1,n] — [1,k]. Wiemy, ze
| X| = k". Z drugiej strony X = (J;co ) Xi» gdzie

Xi={p e X |p([L,n])| =i}

dla liczby i € [0, k]. Z poprzedniego stwierdzenia wiemy, ze

() o 1}

dla wszystkich liczb i € [0, k]. Poniewaz, X; N X; = & dla wszystkich liczb
i,j € [0, k] takich, ze i # j, wiec to korniczy dowdd. O

WNIOSEK 5.5.
Jesine Nixz eC, to

e 500 (- S 1o )

1€]0,n] 1€[0,n] 7€[0,7]
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DowOD.
Wystarczy zauwazy¢, ze

S0 {1

1€[0,n]

dla kazdej liczby k € N (gdyz (]f) = 0 dla kazdej liczby i € [k + 1,00]

oraz {?} = 0 dla kazdej liczby i € [n 4+ 1,00[) i skorzystaé¢ z poprzedniego

wniosku. o
5.2. LiczBy BELLA

DEFINICJA.
Jedli n € N, to n-TA LICZBA BELLA nazywamy ilo$¢ rozktadéw zbioru [1,n],

B, := Z{Z’}

keN

STWIERDZENIE 5.6.
Jedli n € N, to

DowOD.
Korzystaj@c z Wniosku 5.4 otrzymujemy, ze

> ZZ“.O{} > e )

keN ! keN €0 k] 1€N Ekeli,o0]
i€eN keN ’
co konczy dowdd. O

STWIERDZENIE 5.7.
Jeslin € N, to

n
Bn+1 = Z (k‘) Bk
keo,n]

DowOD.
Niech X bedzie zbiorem wszystkich rozktadéw zbioru [1,n + 1]. Ponadto, dla
liczby k € [0, n| definiujemy zbiér X wzorem

Xp:={Ae€ X :|Al =k+1dlazbioru A € A takiego, ze n+ 1 € A}.
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Oczywiscie X; N X; = @ dla wszystkich indekséw 4, j € [0, k] takich, ze i # j.

Ponadto
n
v (2)
dla wszystkich indeksow k € [0, n], co konczy dowdd. O

STWIERDZENIE 5.8.
Jesli liczby by, m € N, n € [0,m], sa zdefiniowane nastepujaco:

b070 = 1,

bO,m = bm—l,m—la m e N+>

bn,m = bn—l,m—l + bn—l,mv m € N+, n e [1, m],
to by, = B,41 dla wszystkich liczb n € N.

DowOb.
Udowodnimy indukcyjnie, ze

n
bpm = - By,
n= 3 (3) B
kelo,n]
dla wszystkich liczb m € N oraz n € [0, m]. W szczegdlnosci,
bn,n = bO,nJrl = BnJrl

dla wszystkich liczb n € N, co zakonczy dowdd.

Jedli n = 0 = m, to teza jest oczywista. Zalézmy zatem, ze m > 0. Jesli
n = 0, to na mocy zatozenia indukcyjnego i poprzedniego stwierdzenia

m
bO,m - bm—l,m—l = Bm = Z (]{?) : Bm—k7
ke[0,m]
zatézmy zatem, ze n € [1,m]. Wtedy z zalozenia indukcyjnego wynika, ze

bn,m = bn—l,m—l + bn—l,m

n—1 n—1
:ke[Ozn:—l]( k ) Bkt D ( > D

kel0,n—1]
-1 -1
ke[l,n—1]
n
= - B
3 (k) -
kelo,n]
co konczy dowdd. O
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DEFINICJA.
Powyzszy sposob liczenia liczb Bella nazywamy TROJKATEM BELLA.

PRZYKLAD.
7 nastepujacej tablicy

112 5 15
2 3 7 20
5 10 27

15 37

52

Wynika, 7€ Bl = ]_, BQ = 2, Bg = 5, B4 =151 B5 = 52.
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6. ELEMENTY TEORII GRAFOW
6.1. PODSTAWOWE DEFINICJE

OZNACZENIE.
Jesli V' jest zbiorem, to

Py(V):={e CV:|el =2}
(we Rozdziale 2 oznaczaliSmy ten zbiér Cys).
DEFINICJA.
GRAFEM (PROSTYM NIESKIEROWANYM BEZ PETLI) nazywamy pare G =
(Va, Eg), gdzie Vg jest skonczonym zbiorem (ktéry nazywamy ZBIOREM
WIERZCHOLKOW, a jego elementy WIERZCHOLKAMI) oraz Eg C Pa(Ve) (ele-

menty zbioru Fg nazywamy KRAWEDZIAMI, a zbiér Fg ZBIOREM KRAWE-
DZI).

Jelie € Egie={x,y}, to méwimy, Ze KRAWEDZ e LACZY WIERZCHOLKI &
1y, KRAWEDZ e JEST INCYDENTNA W WIERZCHOLKAMI Z I ¢, WIERZCHOELKI
x 1y SA KONCAMI KRAWEDZI e, oraz nazywamy wierzchotek y SASIADEM
wierzchotka x.

Graf o pustym zbiorze wierzchotkéw (a wiec takze o pustym zbiorze krawedzi)
nazywamy grafem PUSTYM.

UWAGA.
Grafy zwykle przedstawiamy w postaci graficznej: wierzchotki reprezento-
wane sg przez punkty, natomiast krawedzie przez tuki, przy czym tuk od-
powiadajacy krawedzi {z,y} taczy punkty odpowiadajace wierzchotkom z i

Y.

PRZYKLAD.
Jesli

Ve =1{1,2,3,4,5}

Eq = {{17 2}7 {17 3}7 {27 3}7 {27 4}7 {37 5}7 {47 5}}7
to graf G mozemy przedstawi¢ za pomoca nastepujacego rysunku:

AN\

2 4
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DEFINICJA.
Niepusty graf G nazywamy PLANARNYM, je$li mozna go przedstawi¢ na
plaszczyznie w ten sposob, aby huki odpowiadajace krawedziom nie prze-
cinaly sie (z wyjatkiem wierzchotkéw bedacych wspélnymi konicami danych
krawedzi).

PRZYKLAD.
Graf z poprzedniego przyktady jest planarny. Réwniez graf

3 4
o —— O
® [ ]

jest planarny, gdyz mozna go narysowa¢ nastepujaco:

o —— ©@
2

Przyktady graféow, ktore nie sg planarne, zostana przedstawione w podroz-
dziale 6.2.

DEFINICJA.
Graf H nazywamy PODGRAFEM grafu G, jesli Vg C Vg oraz Ey C Eg.
Jedli dodatkowo Ep := Po(Vy) N Eg, to graf H nazywamy PODGRAFEM
INDUKOWANYM przez zbior Vi i piszemy H = (V).

PRZYKLAD.
Grafy
3 4 3
[ ] [ ] [ ]
1
[ ] [ ] [ ] [ ]
2 1
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sg podgrafami grafu

3 4
[ ] [

)
[ ] [ ]

ale tylko drugi z tych graféw jest podgrafem indukowanym.

DEFINICJA.
Jesli x jest wierzchotkiem grafu G, to STOPNIEM deg. x wierzchotka =z w
grafie G nazywamy liczbe krawedzi incydentych z wierzchotkiem z (réwno-
waznie, liczbe sasiadéw wierzchotka x), tzn.

degrr:=#{e€c Eqg:xce} =#{y € Vg : {z,y} € Ec}.

PRZYKLAD.
Jesli G jest grafem

3
e —— O

to
degn 1 =2, deg2 =3, degp3 =3, degp4 =21 deg 5 =2.

STWIERDZENIE 6.1.
Jesli G jest grafem, to

Z degoz =2 |Eg|.

Vg
DowOb.
Obie strony réwnosci sa liczba par (z,y) € V2 takich, ze {z, y} jest krawedzia
w grafie G. O
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DEFINICJA.

Graf G nazywamy SPOJNYM, jesli nie istnieje podzial zbioru Vi na niepuste
zbiory Ui W (tzn. Vg =UUW i UNW = &) taki, ze Eg C Po(U) UP(W)
(tzn. kazda krawedz w grafie G taczy albo dwa wierzcholki ze zbioru U albo
dwa wierzchotki ze zbioru W).

Maksymalne podgrafy spdjne grafu G nazywamy SKEADOWYMI (SPOJNOSCI)
grafu G. Innymi stowy, podgraf H grafu G jest sktadowa grafu G, jesli graf H
jest spojny G oraz jesli H' jest podgrafem spéjnym grafu takim, ze H C H’
(tzn. Vg C Vi oraz By C Eyr), to H = H (tzn. Vi = Vg oraz Eyr = Ey).

PRZYKLAD.
Graf pusty jest grafem sp6jnym.

Podobnie, graf

o~

3
®

(]
1

N @

jest spojny.

Przyktadem grafu niespdjnego jest graf

o~

3
([ ] [ ]

ktorego sktadowymi sg grafy
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UWAGA.

Jedli z jest wierzchotkiem grafu G, to graf ({x})g jest spojny. Stad wynika,
ze kazdy wierzchotek grafu G nalezy do pewnej sktadowej grafu G.

Ponadto, jesli H' i H” sa sktadowymi grafu G, to albo H' = H” albo Vg N
VH// = J.

DowoD.

Wystarczy udowodnic¢ druga czesé. Zatozmy, ze x € Vy:NVyr. Jedli pokazemy,
ze graf H := (Vg U Vgn, By U Egn) jest spéjny, to z maksymalnosci grafow
H'i H” otrzymamy, ze H = H = H". Przypu$émy zatem, ze istnieje podzial
zbioru Vi U Vign na zbiory U 1 W takie, ze Ey U Eyn C Po(U) U Po(W).
Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze x € U. Wtedy ze spojnosci grafow
H i H" Wynika, ze VHI Q Ui VHN Q U, WIQC W =ga.

OZNACZENIE.

Jesli G jest grafem i x wierzchotkiem grafu G, to przez G — x oznaczamy graf
(Ve \{z}, Ec \{e:x € e})

(tzn. graf G — x jest otrzymany z grafu G przez usuniecie wierzchotka x oraz
wszystkich krawedzi incydentnych z wierzchotka z).

Podobnie, jesli e jest krawedzig grafu G, to przez G — e oznaczamy graf
(Va, Ec \ {e})

(tzn. graf G — e jest otrzymany z grafu G przez usuniecie krawedzi e).

PRZYKLAD.

Jesli G jest grafem

3 4

e —— o
)

[ ] [ ]

3 4 3 4
([ ] [ ] [ ]
i :
[ ] [ ] [ ]
2 1
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odpowiednio.

UWAGA.
Zauwazmy, ze jesli x jest wierzchotkiem grafu G i H := G — z, to

|VH‘ = |Vg| -1 i |EH| = |Eg| - degG Z.
Podobnie, jesli e jest krawedzig grafu G i H := G — e, to
Vul=1[Vel 1 |Eu|=|Ec|—1.
LEMAT 6.2.
Jesli x jest wierzchotkiem graf spéjnego G i degpxz = 1, to graf G — x jest
spojny.
DowOD.
Niech H := G — x. Gdyby istnial podzial zbioru Vi = Vi \ {z} na niepuste
zbioru U 1 W takie, ze Ey C Po(U) U Po(W), to bez straty ogblnosci mogli-
by$my zaltozy¢, ze jedli {x,y} € Fg, to y € U. Wtedy zbiory U U {z} i W

tworzytyby podzial zbioru Vi taki, ze Eg C Po(UU{z})UP2(W), co byloby
sprzeczne z zatozeniem spéjnosci grafu G.

STWIERDZENIE 6.3.
Jesli graf G jest spojny, to

|Eq| > |Ve| — 1.

DowOb.
Dow6d bedzie indukeyjny ze wzgledu |Vg|. Oczywiscie teza jest prawdziwa,
gdy graf G jest pusty.
Zalézmy najpierw, ze istnieje wierzchotek x grafu G taki, ze degox = 0.
Ze spéjnodci grafu G wynika, ze wtedy Vg = {z} (w przeciwnym wypadku
mamy podzial na zbiory {z} i Vi \ {z}). Stad

Eg|>0=1-1=|Vg| 1.

Zalozmy teraz, ze istnieje wierzchotek x grafu G taki, ze deg,x = 1. Jesli
H = G — z, to graf H jest spdjny na mocy Lematu 6.2. Poniewaz |Vy| =
Vo] — 1 < |V, wiec, korzystajac z zatozenia indukcyjnego, otrzymujemy, ze

|Ey| > |Vy| — 1.
Poniewaz |Ey| = |Eg| — 1, wiec ostatecznie

|Eq|l = |Eg| +12> |Vy| = |Vg| - 1.
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Na zakonczenie zatézmy, ze deg, x > 2 dla kazdego wierzchotka z grafu G.
Wtedy Stwierdzenie 6.1 implikuje, ze

2-|Ea|l =22 |Val,
co konczy dowdd. O]

DEFINICJA.
Graf spéjny G nazywamy DRZEWEM, jesli |Eq| = |Ve| — 1.

DEFINICJA.
DROGA w grafie G nazywamy kazdy ciag (xo, . .., x,) wierzchotkéw grafu G
taki, ze {x;_1,z;} € Eg dla kazdego i € [1,n]. W powyzszej sytuacji méwimy,
ze DROGA LACZY WIERZCHOEKI x( I x,. Jedli dodatkowo z¢g = x,, n > 2,
oraz x; # x; dla wszystkich 4, j € [1,n] takich, ze i # j, to droge nazywamy
CYKLEM.

STWIERDZENIE 6.4.
Graf G jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych wierzchotkéw x
i y grafu G istnieje droga taczaca wierzchotki x i y.

W szczegdlnoscei, wierzchotki = i y grafu G naleza do tej samej sktadowej
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje droga taczaca te wierzchotki.

DowOD.

Przypusémy najpierw, ze graf G jest spéjny i ustalmy wierzchotek x grafu
G. Oznaczmy przez U zbiér wszystkich wierzchotkéw V' grafu G, do ktérych
istnieje droga taczaca wierzchotek x z wierzchotkiem v. Musimy pokazac,
ze U = Vg. Zauwazmy, ze zbiory U i W := Vi \ U tworza podzial zbioru
Vi. Ponadto, Eg C Po(U) U Po(W). Istotnie, jesli {y,z2} € Eg iy € U, to
poniewaz istnieje droga z = do y, to istnieje réwniez droga z = do z, wiec
z € U. Ze spojnoéci grafu G wynika zatem, ze albo U = @ albo W = @.
Poniewaz x € U, wiec W = @&, skad U = Vg \ W = 14,.

Zalozmy teraz, ze graf G nie jest spéjny. Wtedy istnieje podziat zbioru Vi na
niepuste podzbiory U i W takie, ze Eg C Po(U) U Po(W). Stad natychmiast
wynika, ze jesli x € U i y € W, to nie istnieje droga taczaca x z y. Istotnie,
gdyby ciag (x = zo, ..., x, = y) byl taka droga, to istnialoby ¢ € [1, n] takie,
ze x;_1 € U oraz z; € W. Wtedy

{zi1, 2} € Eg \ (P2(U) UPy(W)),

sprzecznosc.

Dla dowodu drugiej czesci zalézmy, ze wierzcholki x i y naleza do tej samej
sktadowej H grafu G. Poniewaz graf H jest spojny, wiec z czesci pierw-
szej wynika natychmiast, ze istnieje droga w grafie H, a wiec rowniez w
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grafie G, taczaca wierzchotki x i y. Z drugiej strony, przypu$émy, ze ist-
nieje droga (zo,x1,...,%,) taczaca wierzchotki x i y. Niech H bedzie gra-
fem, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest {xg, x1,...,2,}, a zbiorem krawedzi
{{xo, 21}, .. s {xn_1, 2, }}. Wtedy H jest spéjnym podgrafem grafu G za-
wierajacym wierzcholki z 1 y (sp6jno$é mozna tatwo pokazaé, korzystajac
7z czeSci pierwszej). Zatem istnieje sktadowa grafu G zawierajaca graf H, a

wiec réwniez wierzchotki x i y. O]
LEMAT 6.5.
Jesli (o, ..., x,) jest cyklem w spojnym grafie G, to graf G — {xo, z1} jest
spojny.
DowoOD.

Na mocy Stwierdzenia 6.4 wystarczy pokazac, ze dla dowolnych dwoch wierz-
chotkéw x 1y grafu G istnieje droga w grafie G — {z, x1} taczaca wierzchotki
x i y. Ustalmy zatem wierzchotki z i y. Wtedy istnieje droga w grafie G ta-
czaca wierzchotki x i y. Zastepujac w tej drodze wszystkie podciagi (zg,x1)
i (z1,%0) clagami (z,,...,z;) oraz (x1,...,x,), odpowiednio, otrzymujemy
droge w grafie G — {x, z1} taczaca wierzchotki x i y.

STWIERDZENIE 6.6.
Niepusty graf spojny G jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie G
nie ma cyklu.

DowOb.
Zat6zmy najpierw, ze graf G nie jest drzewem, tzn. |Eg| > |Vg|. Przez in-
dukcje na |Vg| udowodnimy, ze w grafie G jest cykl.

Poniewaz graf G nie jest drzewem, wiec |Vi| > 1. Wtedy ze spdjnosci grafu
G wynika, ze deg, x > 0 dla kazdego wierzchotka z grafu G.

Zal6zmy najpierw, ze istnieje wierzchotek = grafu G taki, ze deg, x = 1. Jesli
H =G —z, to graf H jest spojny na mocy Lematu 6.2. Ponadto graf H jest
tez niepusty. Mamy |Vy| = |V| — 11 |Ex| = |Eg| — 1, wiec |Eg| > |V,
zatem graf H nie jest drzewem. Korzystajac z zatozenia indukcyjnego, wiemy,
ze w grafie H (a wiec takze w grafie GG) istnieje cykl.

Zalozmy zatem, ze deg, x > 2 dla kazdego wierzchotka x grafu GG. Poniewaz
graf G jest niepusty, wiec mozemy zdefiniowaé indukcyjnie ciag (zo, x1, . ..)
wierzchotkéw grafu G taki, ze, dla kazdego i € N, {x;_1, z;} jest krawedzia
w grafie G oraz x; 1 # x;,1. Poniewaz zbior Vi jest skonczony, wiec istnieja
m,n € N takie, ze m < n oraz ciag (zm, ..., T,) jest cyklem.

Zaltézmy teraz, ze w grafie G jest cykl (xg,...,2,). Z Lematu 6.5 wiemy,
ze graf H := G — {xg,x1} jest spojny (i oczywiscie niepusty), zatem |Ey| >
|Vi|—1 na mocy Stwierdzenia 6.3. Poniewaz |Ey| = |Eg|—1 oraz |Vy| = | Vg,
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wiec |Eg| > |Vg, zatem graf G nie jest drzewem. O

6.2. GRAFY PLANARNE

TWIERDZENIE 6.7 (EULER).

Niech G bedzie spdjnym grafem planarnym (wraz z ustalonym ,dobrym”
rysunkiem). Jesli n jest liczba wierzchotkéw grafu G, m liczba jego krawedzi
i f liczba obszaréw, na ktore rysunek grafu G dzieli ptaszczyzne, to

n—m-+ f=2.

W szezegdlnodei, liczba f nie zalezy od rysunku, a jedynie od grafu G (a
doktadniej, od liczby jego wierzchotkéw i krawedzi).

Dowdp.

Dowod bedzie indukeyjny ze wzgledu na m. Przypomnijmy, ze m > n — 1 na
mocy Stwierdzenia 6.3. Jesli m = n—1, to graf G jest drzewem. Ze Stwierdze-
nia 6.6 wynika, ze wtedy f = 1. Istotnie, kazdy spéjny graf planarny dzieli on
plaszczyzne na obszary ograniczone oraz jeden obszar nieograniczony. Kaz-
dy obszar ograniczony jest jednak otoczony przez cykl, skad wynika, ze w
przypadku drzew jednym obszarem jest obszar nieograniczony. Ostatecznie,

n—m+f=—m-n)+f=—-(-1)+1=2.

Zatozmy teraz, ze m > n. Wtedy graf G nie jest drzewem, a wiec w grafie GG
istnieje cykl (xo, . .., x;) na mocy Stwierdzenia 6.6. Jesli H := G—{xg, 21},
jest liczbg wierzcholtkéw grafu H, m' liczba jego krawedzi i f liczbg obszaréw
na, ktore rysunek grafu H (powstaty z rysunku grafu G przez wymazanie tuku
odpowiadajacego krawedzi {zo, z1}) dzieli ptaszczyzne, to

!/

n' =n, m =m—1 i f=f-1

7 Lematu 6.5 wiemy, ze graf H jest spojny, wiec z zatozenia indukcyjnego
otrzymujemy, ze

n' —m' + f = 2.

Stad natychmiast wynika teza. O

WNIOSEK 6.8.

Niech G bedzie spojnym grafem planarnym, n liczba wierzchotkéw grafu G
oraz m liczbg jego krawedzi. Jesli n > 3, to

m<3-n—6.
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DowOD.

Ustalmy rysunek grafu G i niech f bedzie liczba obszaréw, na ktére ten
rysunek dzieli ptaszczyzne. Jesli graf G jest drzewem, to m = n—1. Ponadto,
poniewaz n > 3, wiec n — 1 < 3-n — 6, co konczy dowdéd w tym przypadku.
Zatozmy zatem, ze graf G nie jest drzewem. Poniewaz n > 3, wiec kazdy
obszar jest otoczony przez co najmniej trzy krawedzie (precyzyjniej, tuki
odpowiadajace krawedziom) i kazda krawedz jest granica dla co najwyzej
dwoch obszaréw. Stad, liczac na dwa sposoby liczbe par (F,e), gdzie F' jest
jednym z powyzszych obszaréw, za$ e krawedzig ograniczajaca obszar F',
otrzymujemy, ze

3-f<2-m.
Poniewaz,
3-f=3-m—3-n+6
na mocy Twierdzenia Eulera, wiec otrzymujemy teze. 0

WNIOSEK 6.9.
Niech n bedzie liczba catkowity taka, ze n > 5. Jesli

G = ([17 n]’ PQ([L n]))a
(tzn. G jest grafem PELNYM o n wierzchotkach), to graf G nie jest planarny.

DowOb.
Zauwazmy, ze

|Eq| = <;) >3.n—6,

wiec teza wynika z Wniosku 6.8. O

STWIERDZENIE 6.10.
Jesli G jest grafem planarnym, to istnieje wierzchotek = grafu G taki, ze

deg,z < 5.

DowOb.
Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze graf G jest spdjny oraz |Vg| > 3.
Przypusémy, ze deg,z > 6 dla kazdego wierzchotka x grafu G. Wtedy ze
Stwierdzenie 6.1 wynika, ze

6-|Vg| <2-|Eg|.
W potaczeniu z Wnioskiem 6.8, otrzymujemy, ze
6-|Val <6-|Ve| — 12,

sprzecznose. O
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6.3. KOLOROWANIE GRAFOW

UWAGA.
Rodzing Uy, ..., Uy podzbioréow zbioru V nazywamy PODZIALEM zbioru V,
jesli:

o V=UU---UU

DEFINICJA.
Jesli G jest grafem i k jest nieujemna liczbg catkowita, to méwimy, ze graf G
jest k-KOLOROWALNY, jesli istnieje podziat zbioru Vi na zbiory Uy, ..., Uy

takie, ze jesli i € [1, k|, to w grafie nie istnieje krawedZ taczaca wierzcholtki ze
zbioru U;. Taki podzial nazywamy k-KOLOROWANIEM wierzchotkow grafu G.
Najmniejsza nieujemng liczbe catkowity k taka, ze graf G jest k-kolorowalny,
nazywamy LICZBA CHROMATYCZNA grafu G i oznaczamy Y.

TWIERDZENIE 6.11.
Jesli G jest grafem planarny, to graf GG jest 5-kolorowalny.

DowOD.

Dowdd bedzie indukeyjny ze wzgledu na |V|. Teza jest oczywista, gdy |V | <
5. Ze Stwierdzenia 6.10 wiemy, ze w grafie GG istnieje wierzchotek x taki,
ze degx < 5. Jesli H := G — z, to z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze
graf H jest H-kolorowalny. Jesli deg, z < 5, to w oczywisty sposob mozemy
rozszerzy¢ H-kolorowanie grafu H do 5-kolorowania grafu G. Zatézmy zatem,
ze deg, x = 5. Niech yy, ..., y5 beda kolejnymi, wypisanymi zgodnie z ruchem
wskazowek zegara (zakltadamy, ze mamy ustalony rysunek grafu G) sasiadami
wierzchotka z. Mozemy rowniez zatozy¢, ze jesli zbiory Uy, ..., Us tworza
5-kolorowanie wierzchotkéw grafu H, to y; € U; dla kazdego i € [1,5]. Dla
i,j € [1, 5] takich, ze i # j, oznaczmy przez H; ; podgraf grafu H indukowany
przez zbior U; U U;.

Pokazemy, ze istnieja 7,7 € [1,5] takie, ze ¢ # j oraz wierzchotki y; oraz y;
naleza do réznych sktadowych grafu H; ;. Istotnie, przypuéémy, ze wierzchot-
ki y; oraz ys; naleza do tej samej sktadowej grafu H; 3. Ze Stwierdzenia 6.4
wiemy, ze w grafie H; 3 istnieje (2o, ..., 2,) droga taczaca wierzchotki y; i ys.
Bez straty ogélnosci mozemy zaltozy¢, ze z, # z dla wszystkich k,1 € [0,n]
takich, ze k # . Wtedy ciag (z, 2o, . . . , 2n, ) jest cyklem w grafie G nieprze-
chodzgcym przez wierzchotki x5 1 4. Z planarnosci grafu G i Stwierdzenia 6.4
wynika zatem, ze wierzchotki 9 1 x4 naleza do réznych sktadowych grafu Ho 4.
Wiemy, ze istnieja i,j € [1,5] takie, ze i # j oraz, jesli wierzcholki y; oraz
y; naleza do sktadowych H' i H” grafu H,;, odpowiednio, to H" # H".
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Definiujemy zbiory Uj, ..., Ul wzorem
{z} U U \ Vi) U(U; N V) jesli k =1,
Ur,/g = (Uj\VH/)U(UiﬁVH/) Jeéll ]{Z:j,
Uy jesli k # 1, 7,
(tzn. zamieniamy kolorami wierzchotki ze zbioru Vi oraz kolorujemy wierz-

chotek z kolorem ). Latwo sprawdzi¢, ze otrzymujemy w ten sposéb 5-
kolorowanie grafu G. n
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