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Podstawowe oznaczenia

Oznaczenia

@ 7 — zbidr liczb catkowitych

@ N — zbiér liczb catkowitych nieujemnych
@ N, — zbiér liczb catkowitych dodatnich
o ijl={keZ|i<k<j}.
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1 Elementy teorii liczb
1.1 Twierdzenie o dzieleniu z reszta

Niech a, b € Z.
Méwimy, ze a dzieli b (i piszemy a | b), jesli istnieje ¢ € Z takie, ze b= c - a.

Oznaczenie

Jesli a nie dzieli b, to piszemy a{ b.

Przyktady

e 2|4
@ 245,

Grzegorz Bobinski (UMK) Matematyka Dyskretna



Fakt 1.1

Jeslia€Z, toa| a. J

Dowéd

Wynika z réwnosci a =1 - a. [

Fakt 1.2

Jedlia,b,c€Z, a|bib|c toalc. J

Dowéd
Z definicji istniejg k, | € Z takie, ze b=k -aic=1-b.
Wtedy ¢ = (k- 1) -a. O

Fakt 1.3

Jeslia,b€ Z,a|bib|a, tob=+a J
Dowéd

Z definicji istniejg k, | € Z takie, ze b=k -aia=1-b.

1°a=0.

Witedy b=k-0=0= a.

2° a#0.

Wtedy a = (/- k) - a.

Stad /- k = 1.

W szczegédlnosdci k = £1.
Ostatecznie b=k -a = t+a. [
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Fakt 1.4

Niech a € Z.
(i) 1]a.

(i) a|1 < a==+1.

Dowéd
(i) Wynika z réwnoséci a = a - 1.
(if)
=21 Y 5o
<ra=x41 = 1l=a-a = a|l. 0O

Fakt 1.5

Niech a € Z.
(i) alo.
(i) 0] a < a=0.

Dowéd
(i) Wynika z réwnoséci 0 = 0 - a.
(if)

=:0] a(;H=(1>'3)a

=+0=0.

<::a:0(1:'1>)0\a.D
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Fakt 1.6

Jedlia,beZ,a|bib#0,to|a] <|b|.

(-

Dowdéd
Z definicji istnieje k € Z takie, ze b = k - a.
b#0 = k#0 = |k| > 1.
Stad |b| = |k| - |a| > 1 |a| = |a]. O

Fakt 1.7

Jedlia,b,ceZ, a|bialc, toalbxc.

(.

Dowéd
Z definicji istnieja k, | € Z takie, ze b=k -aic=1-a.
Wtedy bt c=(k£/)-a O

Fakt 1.8

Jedlia,b,c€Zia|b toa|b-c. J

Dowéd
Z definicji istnieje k € 7Z takie, ze b =k - a.
Wtedy b-c=(k-c)-a. O
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Fakt 1.9

Jedlia,b,c €Z,a-c|b-cic#0,toalb.

D

Dowéd
Z definicji istnieje k € Z takie, ze b-c =k -a- c.
Poniewaz ¢ # 0, wigc b = k - a. [

Oznaczenie

JedliaeZ, to
-1 a<o,
signa:=4¢0 a=0,
1 a>0.

4

Fakt 1.10

Jedlia € Z, to

|a| =signa-a i a=signa-|al.

Dowéd

Cwiczenie. [
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Niech a, b € Z, b # 0.
llorazem (catkowitym) z dzielenia a przez b nazywamy kazde g € Z takie, ze

g-b=max{q -b|q €Ziq -b< a}.

Fakt 1.11

Jedli a, b € Z, b # 0, to istnieje iloraz z dzielenia a przez b.

Dowéd
Niech I :=={q' € Z:q" - b < a}.
Wystarczy pokazaé, ze | # &.

b#0 = —signb-b=—|b| < -1 = (—signb-|a|])-b< —|a| - 1=—|a] <a =
—signb-lal € /. O

Fakt 1.12
Niech a,b € Z, b # 0.
Jedli g1 i g2 s3 ilorazami z dzielenia a przez b, to q1 = qo.

Dowéd
Z definicji ilorazu wiemy, ze
qu-b=max{q - b|q ' €Ziq -b<a}=q-b.
Stad q1 - b= q> - b.
Poniewaz b # 0, wiec g1 = qo. [
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Oznaczenie

Jedli a, b € Z, b # 0, to przez adiv b oznaczamy iloraz z dzielenia a przez b. J

Jesli a, b € Z, b # 0, to reszta z dzielenia a przez b nazywamy amod b := a — (adiv b) - b. J

Stwierdzenie 1.13
Jedlia,b €Z, b+#0, to

0 < amodb < |b| i a = (adivb) - b+ amod b.

Dowéd
Réwnos¢ a = (adiv b) - b+ amod b wynika z definicji reszty.
Z definicji ilorazu catkowitego (adivb) - b < a, a wiec amod b = a — (adivb) - b > 0.
Musimy jeszcze udowodnié, ze amod b < |b|.
Przypuéémy, ze amod b > |b|.
Witedy (adivb) - b=a—amodb < a— |b|.
Niech g := adiv b + sign b.
Wtedy g - b = (adivb) - b+signb- b= (adivb)- b+ |b|.
Zatem
(adivb) b < q-b<a—|bl+ b =a,
co jest sprzeczne z definicja ilorazu. [
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Stwierdzenie 1.13

Jedlia,b € Z, b0, to
0 < amodb < |b| i a= (adivb) - b+ amod b.

-

Twierdzenie 1.14 (o dzieleniu z reszta)

Jedli a, b € Z, b # 0, to istnieja jednoznacznie wyznaczone q, r € Z takie, ze

0<r<|b i a=q-b+r.

.

Dowéd
1° Istnienie.
Wynika z (1.13).
2° Jednoznaczno$¢.
Przypusémy, ze istnieja q1, q2, ri, n» € Z takie, ze

0< n,n <|b| i qu-b+n=a=q -b+n.

Wtedy 1 — o = (g2 — q1) - b, wiec b | . — .
Poniewaz
—|bl < —n<n—n<n<]|b,

wiec | — | < |b|.

. (1.6)
b\r17r2||r17r2|<|b\ = n—n=0 = n=n.
Stad (2 —q1) - b=r —r, =0.
Poniewaz b # 0, wiec g — q1 =0, tzn. g1 = ¢2. [
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Stwierdzenie 1.13

Jeslia,b € Z, b #0, to

0 < amodb < |b| i a= (adivb) - b+ amod b. )

Twierdzenie 1.14 (o dzieleniu z resztg)

Jedli a, b € Z, b # 0, to istniejg jednoznacznie wyznaczone q, r € Z takie, ze

0<r<|b i a=q-b+r. y

Niech a,b € Z, b # 0.
(i) Jesliq,r € Z,

0<r<|b i a=gq-b+r,
to g = adivbir = amodb.
(ii) Jesli0 < a < |b|, to amod b = ai adivb=0.

e

Dowéd
(i): Natychmiast z (1.13) i (1.14).
(ii): 0<a< |blia=0-b+ a, wiec teza wynika z (i). [J
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Stwierdzenie 1.13

Jedlia,b € Z, b#0, to

0 < amodb < |b| i a = (adivb) - b+ amod b. )
Whiosek 1.15(i)
Jesli g, r € Z,
0<r<|b i a=q-b+r,
to g = adivbir = amodb. y

Whiosek 1.16

Jedlia,be Z, b#0, to
b|a <= amodb=0.

'

Dowéd
=
b|a = istnieje g € Z takie, ze a=q - b.
Wtedy
0<0 < |b i a=gq-b+0.
0 = amod b na mocy (1.15)(i).
<~

amodb =0 (;g) a=(adivb)-b = b|a O
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