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1.2 Najwigkszy wspdlny dzielnik

Definicja

Niech a, b € Z.

Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb a i b nazywamy kazde d € Z takie, ze
(1) d >0,

(2) d|aid]|b,

(3) jeSliceZ,claic|b, toc]|d.

Przyktad

0 jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem 0 i 0.
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Fakt 1.18

Jesdli a, b € Z sa liczbami catkowitymi, to istnieja k, / € Z takie, ze k - a+ [ - b jest najwiekszym
wspdlnym dzielnikiem liczb a i b.

W szczegdlnosci istnieje najwiekszy wspélny dzielnik liczb a i b.

e

Przypomnienie

(1.7)+(18): c | a,b => c | k-a+1-b.
(1.13) 0 < amod d < |d|.

(116) d | a <= amodd = 0.

V.

Dowéd

1°. a=0=b,t00=0-a+0- b jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem liczb a i b.

2°. Zatézmy, ze a # 0 lub b # 0.

Niech I :={k-a+/-b:k,l €Z} NN,.

Poniewaz 0 < |a| + |b| =signa-a+signb - b, wiec | # &.

Niech d := min /.

Wybierzmy k, | € Z takie, ze d = k-a+ /- b.

Pokazemy, ze d jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb a i b.

(1) Oczywiscie d > 0.

(3) Zatézmy, ze c | ai c | b.

(1.7)+(1.8) => c|k-a+/-b=d.

(2) Mamy

amodd = a— (adivd)-d = a—(adivd) - (k-a+1-b) = (1 — (adivd) - k)-a— ((adivd)-/)-b.

(1.16)

d=min | )amoddzo = d| a.

(1.13) = amodd < d “=2¢' amodd ¢ | => amodd < 0 &2
Analogicznie, d | b. [J
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Fakt 1.19
Niech a, b € Z.
Jesli di i db sa najwiekszymi wspdlnymi dzielnikami liczb a i b, to di = d>.

(13):a|bib|a = b=+a

-

Dowéd
Warunek (2) definicji (dlad =di) = di|aidi|b.
Warunek (3) definicji (dlac=d1 id =dr) = di | do.

>
Analogicznie ds | dy. (13) = di = +d» “225°% 4 = . O

Oznaczenie

Jedli a, b € Z, to

ged(a, b) := najwiekszy wspdlny dzielnik liczb a i b.

Whiosek 1.20

Jedli a, b € Z, to istnieja k, | € Z takie, ze

ged(a,b) = k-a+1-b.

Dowéd

(1.18) = istnieja k, | € Z takie, ze d := k - a+ | - b jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem
liczb a i b.

Wiedy ged(a, b) "2V d = k-a+1-b. O
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Lemat 1.21

Niech a,b € Z, b # 0.

(1) ged(a, b) = ged(b, amod b).

(2) Jesli k, I € Z i gcd(b,amod b) = k - b+ | - (amod b), to
ged(a, b) =1-a+ (k—1-(adivb)) - b.

Dowéd

(1): Niech
h:={c€Z:cl|laic|b} i Lh:={c€Z:c|bic|amodb}.

Wystarczy pokazaé, ze h = b.

/1 Q IQZ

Niech c € .

(1.7)+(18) = c|1-a+[—(adivb)]-b=amodb = c € h.

IQ g 11:

Niech c € k.

(1.7)+(1.8) = c|(adivb)-b+1-(amodb)=a = c € k.

(2):

ged(a, b) w ged(b, amod b)

zat

= k-b+1-(amodb)
=k-b+1-(a—(adivb)-b)=1-a+ (k—1-(adivh))-b. O

Uwaga

Powyzszy lemat wraz z réwnosciami gecd(a, 0) = |a|] = sign(a) - a + 0 - 0 jest podstawa
rozszerzonego algorytmu Euklidesa.
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Lemat 1.22

(1) Jesli a, b € Z, to ged(a, b) | k- a+ - b dla dowolnych k, I € Z.

(2) Jeslia,b,k,l €Zil=k-a+1-b,togcd(a,b)=1.

(14):a|l = a==*1.

(-

Dowéd

(1): ged(a, b) | a, b (1'7):gﬂ'8) ged(a,b) | k-a+1-b.
(2): (1) = ged(a,b) |1 E2 ged(a, b) = £1 *°CR> ged(a, b) = 1. O

Whiosek 1.23 J

Jedli a,b,c € Z, ged(a,b) =1ia|b-c, toa]c.

Dowéd
(1.20) = istnieja k, | € Z takie, ze 1 =k -a+ /- b.
a|b-c = istnieje g € Z takie, ze b-c=q - a.
Wtedy
c=c-l=c-(k-a+l-b)y=c-k-a+l-b-c=c-k-a+/l-q-a=(c-k+1/-q)-a. O
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Whiosek 1.24

Jesli a, by, ...,b, € Z, n € Ny, oraz ged(a, b;) = 1 dla kazdego i € [1, n], to
ged(a, by - - - by) = 1.

Dowéd

Indukcja na n.

n=1:

Oczywiste.

n> 1

Z zatozenia indukcyjnego ged(a, by + - - bp—1) = 1.

(1.20) = istnieja x, y, k, | € Z takie, ze
x-at+y- (b1 -byp_1)=1=k-a+ 1l b,

Wtedy

1=1-1=(x-a+y-(br---bp_1))-(k-a+1-b,)
=(x-k-a+y-(by- -by—1) - k+x-1-by)-a+(-y)-(b1---by).

(1.22) = gecd(a,b1---by) =1. O

Jesli a, by, ...,b, €Z, n €N, oraz ged(a, by - - - by) = 1, to ged(a, b;) = 1 dla kazdego i € [1, n].
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Whiosek 1.25

Jedli ay,...,a,, b € Z, ne N, ged(aj, a;) = 1 dla wszystkich i # j, oraz a; | b dla wszystkich
i € [1,n], to

ay---ap| b

Dowéd
Indukcja na n.
n=1:
Oczywiste.
n>1:
Z zatozenia indukcyjnego aj - - - a,—1 | b, zatem istnieje q € Z takie, ze b=gq - (a1 - - - ap—1).
Podobnie, istnieje ¢’ € Z takie, ze b = q’ - a,, gdyz a, | b.
(1.24) = gcd(ar - ap—1,an) =1 (1i>20) istnieja k, | € Z takie, ze
1=k-(ar---ap-1)+1!-an.
Wtedy
b=b-1=b-(k-(a1---apn—1)+/-an)=b-k-(ar - apn—1)+b-1-a,

=q -ap-k-(a-ap—1)+q-(a---an_1) - an=(k-q +1-q)-(ar---an). O
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Stwierdzenie 1.26

Niech a,b € Z i d := gcd(a, b).
Jesli d # 0, to ged(3, g) =1.

Dowéd
(1.20) = istniejg k, ! € Z takie, ze d = k-a+ /- b.
Wtedyl:k-§+l-§.
(122) = ged(3, ) =1. 00
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