Matematyka Dyskretna

Wyktad Il

Grzegorz Bobinski (UMK)

Grzegorz Bobitiski (UMK) Matematyka Dyskretna



1.3 Podstawowe twierdzenie arytmetyki

Liczbe p € Z nazywamy pierwsza, jesli p > 0'i
#{aeN:a|p} =2

Oznaczenie

P:= {p € Z : liczba p jest pierwsza}.

Lemma 1.27

Niech p € P.
(1) Wtedy p > 1.
(2) JesliaeNia|p, toa=1luba=p.

(14):a|l1 <= a= *1.
(15):a|0 <= acZ

e

G

Dowéd
(1): Mamy #{aeN:a|0} D #N=co#20raz #{aeN:a|1} P a1} =122
(2): Wiemy, ze {1,p} C {a € N:a]|p}.
Z definicji #{a € N:a| p} = 2.
(1) = p#1 = #{L,p} =2 = {L,p}={aeN:a|p} O
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Lemat 1.28

Jedli a € N4, to istnieja p1,...,pn € P, n € N, takie, ze a=p; - - - pp.

(15): 0| a < a=0.
(16): a| b#0 — |a| < [b].

-

Dowéd
Indukcja na a.

lLa=1:

Oczywiste (n := 0).

Il.a>1:

Zatézmy, ze dla teza jest prawdziwa dla kazdego b € [1,a — 1].
1°aeP:

Oczywiste (n:=11i p; := a).

2° ag P

Istnieje b € N\ {1, a} takie, ze b | a

(1.5) = b#0.

(16) = b<a

Ostatecznie, 1 < b < a.

(21) = istnieja p1, ..., pny € P takie, 2e b= p;1-- - py;.

Niech ¢ := 3.

VA) . .. . .
l<b<a=1<c<a (:; istnieja pny+1, - - -, Pn+n, € P takie, ze ¢ = py 41+ Py +pmy -
Wtedy a = b-c = p1 - PnyPoy+1" " Poy+ny-
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Whiosek 1.29
Jeslia € Z i a # %1, to istnieje p € P takie, ze p | a.

Dowéd
1° a=0:
Oczywiste.
2° a#£0:
(1.28) = istniejg p1,..., p, € P takie, ze |a| = p1 - - - pn.
lal #1 = n>0 = p1|a O

Twierdzenie 1.30

|P| = oo.

Przypomnienie

(1.7)+(1.8): c | a,b = c | k-a+ /b

Dowéd (Euklides)
Przypusémy, ze |P| < oo.
Niech a := qup qg+ 1

120) . .. L
a>1 (=>) istnieje p € P takie, ze p | a.

(1.7)+(1.8) (1.4) .
Wtedy p | p - quP\{P} q= qupq =(> pla— qupq =1 = p =1, sprzeczno$¢ z

(127)(1). O
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Stwierdzenie 1.31

Niech a;,...,a, € Z.
JeSlipePip|ar---ap, toistnieje i € [1, n] takie, ze p | a;.
W szczegdlnosci, n > 0.

(1.23): ged(a, b) =lia|b-c = ac

(-

Dowéd

Indukcja na n.

127)1) = p>1 22 5. 5, #1 = n>o0.
l.n=1:

Oczywiste.

I.n>1:

1° p | ap:

OK.

2° p{an:

(127)(2) = ged(pan) =1 %2 play- - a1 2L istnieje i € [1,n — 1] takie, ze p | ar. O
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Oznaczenia

Jesli F: P — Ni || < oo, gdzie
Io :={p € P: F(p) # 0}
(méwimy, ze F jest sumowalna), to definiujemy
> F(p) = F(p).
pPEP PEl
Analogicznie, jedli G: P — N, i |h| < oo, gdzie
h:={peP:F(p)#1},
(méwimy, ze G jest wymnazalna), to definiujemy
I16k) =T1] .
pEP pEh
Niech F : P — N. Jedli G : P — N, dana jest wzorem
Gp):=p""  (peP),

to F jest sumowalna wtedy i tylko wtedy, gdy G jest wymnazalna.
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Twierdzenie 1.32 (Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki)

Jesli a € N, to istnieje jednoznacznie wyznaczona funkcja sumowalna « : P — N taka, ze
a= HpeP po‘(p).

Dowéd
1° Istnienie.
(1.28) = istnieja p1,...,pn € P takie, ze a = p; - - pp.
Jedli
a(p) = #li€ Ll p=p} (pEP),

to o jest sumowalna i a = [, cp p(P).
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2° Jednoznaczno$é.
!

Przypuéémy, ze o, @’ : P — N, s3 sumowalne i [] pep P op) = 5 = [T,er P (2

Udowodnimy, ze o = o/, tzn. a(p) = o’ (p) dla kazdego p € P.
Indukcja na a.

2l.,a=1:

Wtedy a(p) = 0 = o’(p) dla kazdego p € P.

21l a>1:

Istnieje g € P takie, ze a( ) > 0.

Weedy q | [T,z p*® = [T cp p® .

(1.31) = istnieje ¢’ € P takie, ze &’(¢’) > 0iq | q'.

(1.27) = q=¢'.

Definiujemy 3, 8’ : P — N wzorami

a(p)—-1 p=gq, : / a'(p)-1 p=gq,

B(p) == peEP i B'(p) :=

(p) {a(P) p#aq, ( ) (P) {o/(p) p#aq,
Wtedy

!’ !
q,HpB(p):Hpa(P):a:Hpa (p):q,Hpﬁ (p)
pEP peEP pEP peEP
’

Stad Hpel” pﬁ(P) — % — Hpeﬂ” pﬁ (p)

@) = p=4

W konsekwencji, « = o’. [
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Fakt 1.33

Niech «, 8 : P — N beda funkcjami sumowalnymi.

5= H pa(p) i b= H pB(P)

pEP pEP
to b | a wtedy i tylko wtedy, gdy 8(p) < a(p) dla kazdego p € P.

Jedli

Dowéd
<~
Zatézmy, ze B(p) < a(p) dla kazdego p € P.
Niech ¢ :=[],cp p(P =B,
Wtedy c € Zia=b-c, wiec b| a.
=
Zatézmy, ze b | a.
Ustalmy ¢ € Z takie, ze a= b - c.
Zauwazmy, ze ¢ > 0 (gdyz a, b > 0).
(1.32) = istnieje funkcja sumowalna v : P — N taka, ze ¢ = [] p7 (P,

Wtedy
H Pa(n) —a=b-c= H p/i(n) . H p"r(p) — H pﬁ(P)Jr’Y(P)'
peEP pEP pEP pEP

(1.32) = oa(p) = B(p) + ¥(p) dla kazdego p € P.
W szczegélnosci, a(p) > B(p) dla kazdego p € P. [
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Fakt 1.33

Niech a, 8 : P — N beda funkcjami sumowalnymi.
Jesli
5= H pa(p) i bi— H pﬂ(p)
pEP pEP
to b | a wtedy i tylko wtedy, gdy B(p) < a(p) dla kazdego p € P.

-

Fakt 1.34

Niech «, 8 : P — N beda funkcjami sumowalnymi.

Jesli
a=[]p"® i b=,
P pEP
to
ged(a, b) = d = H pmi"(a(p),ﬂ(p)}A
peP
4

Dowéd

Oczywiscie d > 0.

Poniewaz min{a(p), B(p)} < a(p), B(p), wiec d | a, b na mocy (1.33).

Ustalmy c takie, ze c | ai c | b.

Na mocy (1.32) istnieje funkcja sumowalna v: P — N taka, ze |c| = HPGH‘ p'*(”).

Witedy v(p) < a(p), B(p) dla kazdego p € P na mocy (1.33), wiec v(p) < min{a(p), B(p)} dla
kazdego p € P.

Na mocy (1.33), c | d. O
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