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2.2 Metoda bijektywna

Stwierdzenie 2.5

Jedli n, k € N, to ) .
n n— n—
(k)z( k )*(k71)‘

@3 1ex il = ()

Dowéd
Definiujemy f : C, x — Ch—1,k U Cy—1,k—1 Wzorem

=X jesli n ¢ X,
00 {X\{n} jedli n € X, (X € Co).

Funkcja f jest poprawnie okreslona i jest bijekcja:

_ % jesli Y € Co_1
IY) = H (Y € o1 kU Cpo1 k1) O
( ) {YU {n} jes’li Y € Cn—l,k—lf ( € Cho1,k n—1,k 1)
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Jedli n, k € N4, to ) .
n n— n —
(k):( k )+(k—1)‘

y

Stwierdzenie 2.5 oraz réwnosci (S) = (Z) = 0 s3 podstawg metody liczenia wartosci
symboli Newtona zwanej tréjkatem Pascala.

k=0
/ k=1

n= — 1 7 =2

n=1 o 1 1 / k=
n=2 - 1 2 1 / k=4
n=3 - 1 3 3 1 k=
n=4 = 1 4 6 4 1 /

n= - 1 5 10 10 5 1

A\
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Dla k € N definiujemy (:) € C[T] wzorem

(=m JL-»

i€[0,k—1]
W szczegélnosei ([) = 1.
Uwaga
Jedli k € N, to deg (}) = k oraz pierwiastkami (jednokrotnymi) wielomianu (7) sa 0, ..., k — 1.

Jedli k € Ny, to - _— _—
(k):< k )Jr(kfl)'

©=C3 )G

W szczegdlnosci, jesdli x € C, to

Dowéd
Niech T T_1 T_1
F::(k) i G::( k)+(k71)'
(2.5) = F(n) = G(n) dla kazdego n € N.
Stad F = G. [
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Stwierdzenie 2.7

Jeslin €N, k € [0, n], to ; n
(k) - (nf k)‘

Dowéd
Definiujemy f : C, x — Cs,n—k Wzorem
f(X):=ML,n\X (X € G
Funkcja f jest poprawnie okreslona i jest bijekcja:

YY) :=[L,a\Y (Y €Cuny) O
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Oznaczenie

Jesli X jest zbiorem, to 2% := {A: A C X}. J

Stwierdzenie 2.8

Jesli X jest zbiorem, to [2X| = 21XI. J

Dowéd
Mozemy zatozyé, ze X = [1,n] dla n € N.
Niech X bedzie zbiorem ciagéw dtugosci n elementéw zbioru {0, 1}.
Wiemy, ze |X| = 2".
Definiujemy f : 2X — X wzorem

1 jeslii € A,

(F(AN() = {0 jedli i & A (i € [1, n]),

tzn. f(A) jest funkcja charakterystyczng zbioru A.
Funkcja f jest bijekcja:

@) ={ie[l,n:a(i)=1} (acx) O

Grzegorz Bobinski (UMK) Matematyka Dyskretna



Stwierdzenie 2.8

Jesli X jest zbiorem, to [2X| = 2/XI. J

Whiosek 2.9

Jedlin € N, to " i n
(o) T (1)+" i (n) =2
Dowéd
Niech X := 2[t:,
Wtedy |X| = 2".

Z drugiej strony
X=CoUGC1U---UCGCyhp,
przy czym C, N Gy = @ dla k # 1.

Stad
IX| = |Coo ++ Gl 2+ () () o

+[Co1
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Jedli k, I, n € N, to
k i k41
Z(I)( I)z(n>.

i€[0,n] m=10
Dowdd
Niech
X = {(Ar, Ap) € 2K 5 ol Lkl 4 | 1Ay =0 0 Y= {B e 2B B = n}.

(23) = |Y|=(*).
Z drugiej strony
X=XoUXiU---UX,,

gdzie X; := {(A1, A2) € X : |AL| = i}.
Poniewaz X; N X; = @ dla i # j, wiec

(2.3) k /
IXI = [Xo| + 1X] + -+ + | X ie[zo,n] C)-( )
Definiujemy f : X — Y wzorem
f(A1, A2) == AL U A ((A1, A2) € X).
Funkcja f jest poprawnie okreslona i jest bijekcja:

fY(B):=(BN[L,k,BNlk+1,k+1) (BeY) O
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Jedli k, I, n € N, to
k I k41
Z (i).(n—i)z( n )

i€l0,n]

V.
Jedlix,y e CineN, to N
X y X+ y
Z(,)( ,):( )

i€[0,n] n=

g

Dowéd

Definiujemy F, G € C[X, Y] wzorami
X Y . X+Y
F'_.Z (i)'(nfi) ! G'_( n )
i€l0,n]
(2.10) = F(k,I) = G(k,!) dla wszystkich k,/ € N =—= F = G. [

Przyktad

Jesli F=X2.YiG=X-Y?toF #G,ale F(\,\) = G(\, \) dla wszystkich X € C. J
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Niech m, n € N.
Droga z (0,0) do (m, n) nazywamy kazdy ciag a : [0, m 4+ n] — N? taki, ze
@ a(0) = (0,0),
@ a(m+ n) = (m,n),
@ a(i)=a(i — 1)+ (1,0) lub a(i) = a(i — 1) + (0, 1) dla kazdego i =1,..., m+ n.

Stwierdzenie 2.12 J

Jedli m, n € N, to drég z (0,0) do (m, n) jest ("1").

Dowéd

Kazda droga sktada si¢ ze m + n krokéw: m krokéw w prawo i n krokéw w goére, i jest
jednoznacznie wyznaczona przez wybér m krokéw, ktére wykonamy w prawo. [J
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Jesli m, n € N, to drég z (0,0) do (m, n) jest ("1").

Stwierdzenie 2.12 J

Whiosek 2.13

Jesline Ni k € Ny, to

k—1
n+n )

#{x:[1,k]—>N:X(1)+~-~+x(k)=n}=(

Dowéd

Kazdy ciag x: [1, k] — N taki, ze x(1) + - - - + x(k) = n, jednoznacznie koduje droge (0, 0) do
(k — 1, n) w nastepujacy sposéb:

@ Wykonujemy x(1) krokéw ,w gére” (w kierunku (0, 1));
@ Wykonujemy 1 krok ,w prawo” (w kierunku (1, 0));

@ Wykonujemy x(2) krokéw ,w gére";
°

Wykonujemy 1 krok ,w prawo”;

@ Wykonujemy x(k — 1) krokéw ,w gére”;
@ Wykonujemy 1 krok ,w prawo”;
@ Wykonujemy x(k) krokéw ,w gére”. [
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