Matematyka Dyskretna

Wyktad IX

Grzegorz Bobinski (UMK)

Grzegorz Bobitiski (UMK) Matematyka Dyskretna



3 Funkcje tworzace

3.1 Szeregi formalne

Szeregiem formalnym nazywamy kazdy ciag A : N — C, ktéry zapisujemy
A=A -T"=AQ) + A1) - T+ +A(n) - T"+ - .
neN
Jesli istnieje liczba m € N taka, ze A(n) = 0 dla wszystkich n > m, to piszemy réwniez
A= > An)- T"=A(0)+ AQ) - T+---+ A(m)- T"
nef0,m]

(a szereg nazywamy wielomianem).
Zbiér szeregéw formalnych oznaczamy symbolem C[[T]].
W C[[T]] wprowadzamy dziatania dodawania i mnozenia wzorami

(o )+ (S )= S8
(nEZNan‘ T") . (HEZan ° T") = Z( Z ay - bn*k) ST

neEN keg[0,n]
Zbiér C[[T]] wraz z powyzszymi dziataniami jest pierscieniem.

Elementami neutralnymi s3 szeregi

0=0+0-T+---4+0-T"4-.. i 1=140-T+.--40-T"+.--.
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Oznaczenie

Jedli A=3" —yan-T"€C[[T]]in€EN,to[T"|A:= a,. J

Szereg A jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy [T°].A # 0. J

Dowdéd

=

Zatézmy, ze szereg A jest odwracalny.

Witedy istnieje szereg B taki, ze A - B = 1.

W szczegdlnosci,

1=[T)(A-B) = [T]A-[T]5,

skad [T°].A # 0.
<~
Zatézmy, ze [T°]A # 0.
Definiujemy B € C[[T]] wzorem

1 I

—— jeslin=0,

[T7]8 = { 1774 . . o (n€N).
~ (Zkem[r JA-[T ]B) jesli n > 0,

tatwo sprawdzié, ze A- B =1. [J
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Szereg A jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy [T°].A # 0.

Oznaczenie

Jesli A, B € C[[T]] i B jest odwracalny, to definiujemy % € C[[T]] wzorem
A

Z =Bl A
B v

Przyktad

Jedli A € C, to .
—— ="\ T
1I-X-T 4

G
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3.2 Funkcje tworzace

Definicja

Funkcja tworzaca ciagu a nazywamy szereg >y a(n) - T".

Oznaczenie

Dla x € R definiujemy A, € C[[T]] wzorem

Ay = Z (:) ST

neEN

(1) Jedlix,y € R, to Axyy = Ax- Ay
(2) Ap=1.

'

'

Przypomnienie

@10 Siep,q (7) - (21) = ()

Dowéd
(1): Jesli n € N, to

(T4 = (F17) &2 E[ZM ()= felzon][T"]Ax (TTA = [TI(A - A).

(2 Ao=en @) T"=140-T+0-T>+... =1. 0
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Stwierdzenie 3.3

Jedli k € Ny, to
1 k+n—1

— = —1)". LT
- (i)

ﬁHMMMIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII1

(24): (r+9)" = Zpepq () - rmeskn

Dowéd
Mamy A = ey (3) - T7 = Zoeog () - T = 1+ T~
Ponadto A_ - A, G20 4, G234

Stad
e
T A A= ()T

i€n=1)("k7) n g, n—yk+)
= 2nen % ST =3 en(-1)" % T

= ZneN( 1 (k+n 1) R - ZneN(_l)n ) (k+n 1) " 0
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Stwierdzenie 3.3

L fidi—
Jedli k € N4, to ﬁ = P - () - 7
.

Whiosek 3.4

Jedli k,meN, i X €C, to

1 k+n—1 .
7(1_)‘_Tm)k :neZN( 1 >~)\H.TNM.

e

Dowéd

Wystarczy w (3.3) podstawi¢ —X - T™ w miejsce T. [

Fakt 3.5

Jedli k € Ny i A = 14 T dla A € C[[T]], to istnieje € € C taki, ze ek =1

. i-k—1
]._.[re[l,nfl]( ) . T").

A:E-A%:€<(1+Z(—1)"_l~ P

nENy

Dowéd

Wiemy, ze (A1) ®2M 4, =14 7. O
k
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Whiosek 3.4

Jesli k,m €Ny i A€ C to ey =5 e D A T
4

Jedli F, G € C[T]i G #0, to istnieja Q, R € C[T] takie, ze deg R < deg G oraz

F R
s=0+¢

v

Niech F, G € C[T] i deg F < deg G oraz G(0) = 1.

Jesli A1, ..., A\, s3 wszystkimi parami réznymi pierwiastkami zespolonymi wielomianu G krotnosci
mi, ..., m, odpowiednio, to istniejq Aij€eC, jell, m,,], i € [1, n], takie, ze
i€[1,n] JE[1,m;] (- Ty
v
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Przyktad

Na ile sposobéw mozna wyptaci¢ kwote n ztotych przy pomocy monet jedno-, dwu- i

piecioztotowych?

Rozwigzanie
Dla n € N niech a(n) bedzie szukana wielkoscia.
Niech A bedzie funkcja tworzaca ciagu a.
Zauwazmy, ze

(Zpen T7) - (EZhen =) - (Znen ) = Zoen(E (i1,i2i3) EN3 1.7

i1 +2-ip+5-i3=n
= en#{lit i, 5) EN* i iy +2 - +5-i3=n} - T" =3 va(n) T"= A
Stad

A= (Soen T)  (Soen T7) - (Soen ™) = maimam

_ 1
- (17T)3«(1+T)»1‘[,-€[114](175i-T)

Lo ei g2y 3

_ 1 1 1 1 1,1 1
20 " +iq- (1, a7z +io a-13 +§'1+7T+275'Zf€[1,4] 1—ef.T
wiec, korzystajqc z (3.4), otrzymujemy
13 2 11 S e
n+>+(_1)n = - Z 1—EI—E2I+63/)'EHI,
€lL,4

=4z 1)+ —
a(n) = 40+ (+)+10 2 8 25

gdzie € jest pierwiastkiem pierwotnym 5-tego stopnia z 1.
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Przyktad

Na ile sposobéw mozna wyptaci¢ kwote n ztotych przy pomocy monet jedno-, dwu- i
pigcioztotowych?

Jesli a(n) bedzie szukang wielkoscia, to

131 1 /n+2 L1 1 C ez i
a(n) = = + - . 1 7_( ) ) 1—e — Lem
(M=ggtg D+ () +ED grg 2 A -+ e
16[1,4]
Ostatecznie
1 JeS"I n=100,2,
B jeslin=101,
1, L jedlin =10 3,9,
an) =5 mHg et 3 jeslin =10 4,8,
% jeéli n = 5,7,
% jeélinzloG.

Ten sam wynik otrzymujemy, stosujac przedstawienie

- 1  Ciep,g) T Ciep,q T2 H-04+7%)
T (1=T7)-1-T2)-1-T5) (1—T710)3

= (Zie[O,Q] Ti) ) (z/‘e[o,z:] TN) 1+ Ts)(ZnEN n+2~2) : Tm'n)-

A
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