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3.3 Rekurencje

Przyktad (ciag Fibonacciego)

Definiujemy ciag F wzorem
0 jeslin =0,
F(n):=<1 jeslin=1, (n € N).
F(n—1)+ F(n—2) jeslin> 2,
Policzymy funkcje tworzaca F ciagu F.
Zauwazmy, ze F(n) - T" = F(n—1)- T" + F(n —2) - T" dla kazdego n > 2.
Stad
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Rekurencja (liniowa o statych wspétczynnikach) rzedu r, r € Ny, nazywamy kazdy uktad réwnan
postaci

(%) Xogr +Ur—1 - Xpyr—1+ -+ uo - Xo = f(n), n €N,

gdzie uy—1,...,up € C, up #0, oraz f € cN.
Rekurencje (*) nazywamy jednorodna, jesli f = 0 (tzn. f(n) = 0 dla wszystkich n € N).
Rekurencja jednorodna stowarzyszona z rekurencja (*) nazywamy rekurencje

Xogr +Ur—1 - Xngr—1+---+u-X,=0, neN.
Wielomianem charakterystycznym rekurencji (*) nazywamy wielomian
T 4u_1 - T '+ 4w T+u eC[T]
Méwimy, ze ciag a jest rozwigzaniem rekurencji (), jesli
a(n+r)+u—1-aln+r—1)+---+u-a(n) = rf(n)
dla kazdego n € N.
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Jesli
(*) Xnpr +Ur—1 - Xnpr—1+ -+ o - Xp = f(”)a n €N,
jest rekurencja rzedu r oraz xp, ..., x,—1 € C, to ciag a dany wzorem
Xn jeslin € [0, r —1],
= N),
) {f(n)—(u,_l-a(n+r—1)+~~'+uo-a(n)) jeslin>r, & E L))

Jjest rozwiazaniem rekurencji ().
Kazde rozwiazanie rekurencji (*) jest tej postaci.

W szczegéblnosci, zbidr rozwigzan rekurencji (*) ma wymiar r.

g

Uwaga

Zbiér CN jest przestrzenia liniowa nad ciatem C z dziataniami dodawania ciagéw po wspdtrzednych
oraz mnozeniem ciagéw przez skalary po wspétrzednych.

4
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Twierdzenie 3.6

Niech
(%) Xogr + Ur—1 - Xnjr—1+ -+ up - Xp = f(n), n €N,

bedzie rekurencja.

(1) Jesli rekurencja (*) jest jednorodna, to zbiér rozwigzan rekurencji (*) jest podprzestrzenia
liniowa przestrzeni C.

(2) Jesli ciagi a i b sa rozwigzaniami rekurencji (), to ciag a — b jest rozwigzaniem
stowarzyszonej rekurencji jednorodne;j.

(3) Jesli ciagi a i b sa rozwigzaniami rekurencji (x) oraz stowarzyszonej rekurencji jednorodnej,
odpowiednio, to ciag a + b jest rozwigzaniem rekurencji ().

'

Dowaéd

Cwiczenie. [

Jesli

(*) Xntr+Ur—1 - Xoyr—14+ -+ up- X, =f(n), n€N,

Jjest rekurencja, to zbiér A rozwiazan tej rekurencji mozemy znajdowaé nastepujaco:
(1) znajdujemy zbiér A’ rozwiazah stowarzyszonej rekurencji jednorodnej,

(2) znajdujemy jedno rozwiazanie a rekurencji (),

(3) A= a+ A, tzn. rozwiazaniami rekurencji (*) sa ciagi postaci a + a’, gdzie a’ € A’.

'
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Twierdzenie 3.7

Niech F bedzie wielomianem charakterystycznym rekurencji jednorodnej

(%) Xogr +Ur—1* Xpgr—1+ -+ X, =0, n€EN,
rzedu r.
Jesli A1, ..., \; sa parami réznymi pierwiastkami wielomianu F krotnosci ki, ..., k;, odpowiednio,

to ciagi (' - Al)nen, i € [1,1], j € [0, ki — 1], tworza baze przestrzeni rozwiazah rekurencji ().
W szczegélnosci, dla kazdego rozwiazania a rekurencji () istnieja pj; € C, i € [1,1],

J € [0, ki — 1], takie, ze
=S S A

i€[1,j€0,k—1]

Dowéd

Zbidr rozwiazanh rekurencji (*) ma wymiar r => wystarczy udowodni¢, ze powyzsze ciagi
generuja przestrzen rozwiazan rekurencji ().

Niech a bedzie rozwiazaniem rekurencji (x).
Niech A bedzie funkcje tworzaca ciagu a.
Wtedy

(Atua T4 4uT) A=, aln) T a1 e a(n)- T4 -3, oy a(n)- T
= m0a(n) T Uy g aln = 1) T 4o S0, a(n— 1) T
= (Xra(n) T+ u 1 - a(n—1)- T+ 4w - a(0) - T™Y))
+ s (a(n) +uca(n—1)+ - +ua(n—r) - T"=G,

przy czym deg G < r.
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Twierdzenie 3.7

Niech F bedzie wielomianem charakterystycznym rekurencji jednorodnej

(*) Xntr +Ur—1 - Xptr—1+---+u-X, =0, n€N,
rzedu r.
Jesli A1, ..., A\; s parami réznymi pierwiastkami wielomianu F krotnosci ki, ..., k;, odpowiednio,

to dla kazdego rozwigzania a rekurencji () istnieja i ; € C, i € [1,1], j € [0, k; — 1], takie, ze

a(n): Z Z u,;yrf‘k?.

i€[1,Nj€0,k;—1]

V.
Dowdd (c.d.)
Mamy (1 + u,—1 T+ -4+ uT") - A= G, przy czym deg G < r, wiec
A= G
T I4up  TH T
Poniewaz 1+ u, 1T + -+ uT =T". F(%) wiec )\;l, )\71 s3 parami réznymi
pierwiastkami wielomianu 1 + u,_1 T + - - - + uo T" krotnosci ki, ..., k;, odpowiednio.

Stad istnieja A; ;, takie, ze
A

A= Zjetk) TonTy

Przypomnienie

(34 Tk = Toen (hmt) amemn

j+n—1
(34) = A= ZneN (Zie[l,/] Zje[l,k,-] Aij (111 ) 'AF) ST
tzn. a(n) = 3 icn g 2jen k) A - (ﬁ:l) - A7 dla kazdego n.
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Twierdzenie 3.7

Niech F bedzie wielomianem charakterystycznym rekurencji jednorodnej

(*) Xogr+Ur—1 - Xoyr—1+---+u-X, =0, neN,
rzedu r.
Jesli A1, ..., A/ s3 parami réznymi pierwiastkami wielomianu F krotnosci ki, ..., k;, odpowiednio,

to dla kazdego rozwiazania a rekurencji () istnieja pij € C, i € [1,1], j € [0, ki — 1], takie, ze

a(n) = Z Z ;L,-J~r1j<)\7.

i€1,Nj€0,k—1]

Dowéd (c.d.)
Mamy

a(n) = Z Z Aij- (JJFEII) AL

i€1,NjElL, k]

Istnieja B;,, € C takie, ze

j+n—1
(J i ) Bjj—1 - + -+ Bj1-n+ Bjo.

Stad

a(n) = Z Z ( Z Aij- Jp)-np-)\f. O

i€[1,] pel0,k;—1] jE[l,ki—1]
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Przyktad (wieze z Hanoi)

Dane s3 trzy pionowe prety.

Na pierwszym z tych pretéw jest natozonych n, n € N, krazkéw réznego rozmiaru w ten sposéb, ze
krazki mniejsze znajduja si¢ nad krazkami wiekszymi.

llu ruchéw potrzeba, aby przetozy¢ wszystkie krazki na pret trzeci, jesli w jednym ruchu mozemy
przetozy¢ jeden krazek pomiedzy dowolnymi dwoma pretami, przy czym w zadnym momencie nie
wolno ktas¢ krazka wigkszego na mniejszego?

Rozwigzanie
Niech a(n) bedzie szukana wielkoscia.
Wtedy a(0) =0ia(n+1)=2-a(n)+1dlaneN.
W szczegéblnosci a(1) = 1.
Ponadto
a(n+2)—a(n+1)=(2-a(n+1)+1)—(2-a(n)+1)=2-a(n+1) —2-a(n).

Zatem ciag a jest rozwigzaniem rekurencji jednorodnej

Xny2 —3-Xpy1+2- X, =0, neN.
Wielomianem charakterystycznym tej rekurencji jest T2 -3.T+2.
Pierwiastkami (jednokrotnymi) tego wielomianu 1 i 2.
Zatem istnieja p1, po € C takie, ze a(n) = p1 + po - 2",
Podstawiajac n = 0 i n = 1, wyliczamy, ze 3 = —1 oraz pp = 1.
Ostatecznie a(n) = 2" — 1.
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