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3.3 Rekurencje (c.d.)

Twierdzenie 3.7

Niech F bedzie wielomianem charakterystycznym rekurencji jednorodnej

(%) Xngr +Ur—1 - Xpnyr—1+---+u-X,=0, neN,
rzedu r.
Jesli A1, ..., A\; sa parami réznymi pierwiastkami wielomianu F krotnosci ki, ..., k;, odpowiednio,

to ciagi (7 - Al)nen, i € [1,1], j € [0, ki — 1], tworza baze przestrzeni rozwiazan rekurencji ().

Twierdzenie 3.8

Jedli f € C[T], to istnieje rozwiazanie rekurencji
2) Xotr + Ur—1* Xnpr—1+ -+ uo - X, = f(n), n €N,

rzedu r postaci (n* - g(n))nen, gdzie k jest krotnoscia 1 jako pierwiastka wielomianu
charakterystycznego rekurencji (2), zas g € C[T] jest wielomianem stopnia co najwyzej deg f.
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Twierdzenie 3.8

Jesli f € C[T], to istnieje rozwiazanie rekurencji

(2) Xn+r + ur—1 - Xn+rfl 44U Xy = f(n)s n €N,

rzedu r postaci (n* - g(n))nen, gdzie k jest krotnoscia 1 jako pierwiastka wielomianu
charakterystycznego rekurencji (2), zas g € C[T] jest wielomianem stopnia co najwyzej deg f.

Dowéd
Niech m := deg f (m:= —1, gdy f = 0).
1° Pokazemy, ze istnieje rekurencja jednorodna
(3) Xotrimit + U Xoprim+ -+ Uy Xa =0, n €N,

rzedu r + m + 1 taka, ze spetnione s3 nastepujace warunki:
@ jesli ciag a jest rozwiazaniem rekurencji (2), to ciag a jest rozwigzaniem rekurencji (3),
@ jesli F i G sa wielomianami charakterystycznymi rekurencji (2) i (3), odpowiednio, to
G=(T-1)"".F.
Dowdéd bedzie indukcyjny ze wzgledu m.
Dla m = —1 teza jest oczywista.
Dla m > 0 rozwazmy rekruencje
(4) Xorsr + (ur—1 — ue) - Xpgr + -+ -+ (vo — 1) - Xop1 — wo - Xp = h(n), n €N,
gdzie u, ;=11 h:=f(T +1) — f(T).
Zauwazmy, ze jesli a jest rozwigzaniem rekurencji (2), to a jest rozwigzaniem rekurencji (4).
Wielomian charakterystyczny rekurencji (4) jest postaci (T — 1) - F.
Rzad rekurencji (4) jest réwny r +1idegh=m — 1.
Teza wynika z zatozenia indukcyjnego.
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Twierdzenie 3.8

Jesli f € C[T], to istnieje rozwiazanie rekurencji

(2) Xn+r+ur—1'Xn+r—1+"'+U0'Xn:f(n)f n €N,

rzedu r postaci (n* - g(n))nen, gdzie k jest krotnoscia 1 jako pierwiastka wielomianu
charakterystycznego rekurencji (2), zas g € C[T] jest wielomianem stopnia co najwyzej deg f.

Dowéd (c.d.)

Niech m := deg f (m := —1, gdy f = 0).
1° Istnieje rekurencja jednorodna
(3) Xntrimt1 + U:er “Xntrpm+ -+ Uy Xa =0, n €N,

rzedu r + m + 1 taka, ze spetnione s3 nastepujace warunki:

@ jesli ciag a jest rozwigzaniem rekurencji (2), to ciag a jest rozwigzaniem rekurencji (3),

@ jesli F i G sa wielomianami charakterystycznymi rekurencji (2) i (3), odpowiednio, to

G=(T-1)"".F

2°. Niech Ao =1, A1, ..., \; beda pierwiastkami wielomianu G krotnosci kg = k + m + 1, ki,
..., k;, odpowiednio.
Ustalmy rozwiazanie a rekurencji (2).
Wtedy a jest tez rozwigzaniem rekurencji (3) (3=7>) istnieja A;; € C, i €[0,1],j € [0,k —1],
takie, ze a(n) := Eie[o,l] Zje[o,k;—l] Aij-n - Al
Pierwiastkami wielomianu F sa Ao, A1, ..., Aj, a ich krotnosci to k = kg — m — 1, ki, ..., ki,
odpowiednio @ jedli a’(n) := ZjG[O,kofm—Q] Aoj-r + Sien Zje[o,k,—l] Aij-n Al tod
jest rozwiazaniem rekurencji jednorodnej stowarzyszonej z rekurencja (2).
(3.6)(3) = a — a’ jest rozwiazaniem rekurencji (2).
Mamy (a — a’)(n) = Zje[k,k+m] Aoj - = nk. Eje[(),m] Aokt . O
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Przyktad

Definiujemy ciag s wzorem s(n) := ZkE[l,n] k3.
Ciag s jest rozwigzaniem rekurencji
Xpt1 —Xp=n"+3-n"+3-n+1, neN.

Wielomianem charakterystycznym tej rekurencji jest T — 1, ktérego jedynym pierwiastkiem
(jednokrotnym) jest 1.

3.8) = istnieja uy, ], b, 5 € C takie, ze
01 H1> K2, M3
2) s'(n+1)—s'(n)=n*+3-n*+3-n+1,

gdzie s'(n) :=n- (p§ - m° + pf - 1° + pf -+ prg).
Podstawiajac do (2) i poréwnujac wspétczynniki przy poszczegdlnych potegach liczby n,
otrzymujemy uktad réwnan

4.-pf = 1
3.4, + 6.4f = 3
2-p; + 3-p;, 4+ 4opy = 30
Ho po Hy  + ny = 1
ktérego rozwiazaniem sa liczby py =0, puf = %, py = 1, pf = 1.
(3.7) = istnieje pu € C taka, ze s(n) = 1 - n* + 1 n + 1 "+ p

Podstawiajac n = 0, otrzymujemy p = 0.
Ostatecznie




Twierdzenie 3.9

Niech A bedzie funkcja tworzaca ciagu a.

Jesli F
'A = r—i
Dieptic T
dla g, ..., ur € C takich, ze ug # 0i u, = 1, oraz F € C[T] takiego, ze deg F < r, to ciag a jest

rozwigzaniem rekurencji

Xotr 4 tr—1-Xosr—1+---+uw-X, =0, n€N.

Dowéd

Zauwazmy, ze powyzsza réwnos$é oznacza, ze

(Z u,v-T'*")»A:F,

i€lo,r]
zatem )
o= [TF=1T"1(( 30 u-T7) - A) = > w-a(n+)
i€lo,r] i€lo,r]

dla wszystkich n € N, co kohczy dowdéd. [J
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Przyktad

Dla n € N niech a(n) oznacza liczbe ciagéw binarnych dtugosci n, w ktérych wystepuje parzysta
liczba jedynek oraz kazde dwie jedynki rozdzielone s3 co najmniej jednym zerem.

Niech n € N,..

Zauwazmy, ze ciggéw dtugosci n spetniajacych powyzszy warunek zaczynajacych si¢ od 0 jest
a(n—1).

Z drugiej strony, jesli mamy ciag x dtugosci n spetniajacy powyzsze warunki taki, ze x(1) = 1, to
definiujemy ks wzorem ky := min{i € [2, n] : x(i) = 1}.

Zauwazmy, ze k. € [3, n].

Dla ustalonego k € [3, n — 1] ciagdéw x, dla ktérych k. = k, jest a(n — k — 1).

Ponadto, jesli n > 3, to mamy doktadnie jeden ciag x, dla ktérego kyx = n (x = (1,0,...,0,1)).
Otrzymujemy zatem, ze

~ Ja(n-1) jeslin=1,2,
M =9 an—1) + Skepagaln—k—1)+1 jedlin>3.

Zauwazmy tez, ze a(0) = 1.
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Przyktad (c.d.)
Mamy a(0) =11

(m) = a(n—1) jedlin=1,2,
AV ZValn = 1) + Siepagaln —k—1)+1 jeslin > 3.

Z powyzszej réwnosci wynika, ze

A=3 cyaln) - T°
:1+Zn>1a(n—1)~T”71-T
+2>3 2kepn—y d(n—k—1)- ThRTLL TR s 1"
ke 3
=14T- A+, 553 sppnaln—k=-1)- T k=topkil g T
3
:1+T"A+Zk232neNa(")‘T”‘Tkﬂ-ﬁ-%
3 4 3
=14 T A+ A T+ To =14+ T- A+ I A+ I,
skad
_ 1-T+T3
T 1-2-THT2-T4
a wiec ciag a jest rozwigzaniem rekurencji
Xota — 2 Xny3 + X2 — Xp =0, ne€N.

A

)

Zauwazmy, ze a(0) = a(1) = a(2) = 1 oraz a(3) = 2.
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Liczby Catalana

Drzewem binarnym o n wierzchotkach nazywamy drzewo puste &, gdy n = 0, oraz pare (L, R)
drzew binarnych o j i (n — 1) — j wierzchotkach dla pewnej liczby j € [0, n — 1], gdy n > 0.
Niech c¢(n) oznacza liczbe drzew binarnych o n wierzchotkach.

Zauwazmy, ze ¢(0) = 1 oraz

cm= > <) cln—1-})

Jj€[0,n—1]
dla n > 0.
Niech C bedzie funkcja tworzaca ciagu c.
Wtedy

C=3,enc(n) - T"
=1+ 3,51 Yjcon €W T ocln—1—j) . 7"+ . T
=1+T Siencl) TS sjugcln— (G +1)) - 7770
=1+ T -Siencl) T E,encln) - T"=14T-C%

skad

_ 1-I&T _ 1+VI=&T
T.c=1VIET |y T.Cc= VAT
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H- _q(i-k—1)
@) ¥TFT = Ay =1+ Spen, (1)1 SIS

Liczby Catalana (c.d.)

. 2.i—1
VI—E T=1-%,,, BelrtC 4 7

2 H,E[11”71](2-/—1)-(n—1)!-2"*1

e

=1- anl (n—1)I-(n—1)! ST

=1, 2- G- T
Stad
1—\/1—4-T:Zl <2n—2) T 1+\/1—4-T=1_Zl <2n—2) T

2 =n n—1 2 =n n—1

t

zatem o 1 (2,7_2) - Z 1 (2'7) 0
7n21n n—1 7n€Nn+1 n ’

a wigc ¢(n) = 737 - (2:)

M
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