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6 Elementy teorii graféw

6.1 Podstawowe definicje

Oznaczenie

Jesdli V jest zbiorem, to
Po(V):=Cvp={eC V:|e| =2} )

Grafem nazywamy pare G = (Vg, Eg), gdzie
@ V jest skoficzonym zbiorem (ktéry nazywamy zbiorem wierzchotkéw, a jego elementy
wierzchotkami) oraz
@ Eg C P(Ve) (elementy zbioru Eg nazywamy krawedziami, a zbiér Eg zbiorem krawedzi).

Jedli e € Eg i e = {x, y}, to méwimy, ze krawedz e taczy wierzchotki x i y, a wierzchotek x jest
incydentny z krawedzia e, oraz nazywamy wierzchotek y sgsiadem wierzchotka x.
Graf o pustym zbiorze wierzchotkéw (a wiec takze o pustym zbiorze krawedzi) nazywamy grafem

ustym.
pusty y

Powyzsza definicja jest definicja skonczonego grafu nieskierowanego bez petli i krawedzi
wielokrotnych.

'
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Uwaga

Grafy zwykle przedstawiamy w postaci graficznej: wierzchotki reprezentowane sa przez punkty,
natomiast krawedzie przez tuki, przy czym tuk odpowiadajacy krawedzi {x, y} taczy punkty
odpowiadajgce wierzchotkom x i y.

G

Przyktad
Jedli

Ve ={1,2,3,4,5} i Ec = {{1,2},{1,3},{2,3},{2,4}, {3,5}, {4,5} },
to graf G mozemy przedstawi¢ za pomoca nastepujacego rysunku:
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Definicja

Niepusty graf G nazywamy planarnym, jesli mozna go przedstawi¢ na ptaszczyznie w ten sposéb,
aby tuki odpowiadajace krawedziom nie przecinaty sie (z wyjatkiem wierzchotkéw bedacych
wspdlnymi koricami danych krawedzi).

.

Przyktad

Graf z poprzedniego przyktady jest planarny.
Réwniez graf
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Definicja

Graf H nazywamy podgrafem grafu G (i piszemy H < G), jesli Viy C V¢ oraz Ey C Eg.
Jesli dodatkowo Ey := Po(Vy) N Eg, to graf H nazywamy podgrafem indukowanym przez zbidr
Vi i piszemy H = (Vi)e.

Przyktad

.

Grafy
3 4 3
. . .
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s podgrafami grafu
3 4
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ale tylko drugi z tych graféw jest podgrafem indukowanym.

G
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Jesli x jest wierzchotkiem grafu G, to stopniem deggs x wierzchotka x w grafie G nazywamy liczbe
krawedzi indcydentnych z wierzchotkiem x (réwnowaznie, liczbe sasiadéw wierzchotka x), tzn.

degg x :=#{e € Eg: x € e} = #{y € Vs : {x,y} € Eg}.

Przyktad

Jesdli G jest grafem

A

3 5

AN

)
(]

to

deg; 1 =12, deg;2 =3, deg; 3 = 3, deg 4 =2, deg 5 = 2.

e

Stwierdzenie 6.1

Jesli G jest grafem, to dege. x =2 - |Eg]|.
xXEVG G

Dowéd
Obie strony réwnosci s liczba par (x, y) € Vé takich, ze {x, y} jest krawedzig w grafie G. [J
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Definicja
Graf G nazywamy spéjnym, jesli nie istnieja podzbiory U, W C V takie, ze:
@ U# 9 # W oraz Ui W tworza podziat zbioru Vg (tzn. Ve=UUW,UNnW = Z),

0 Eg C P2(U) U Po(W) (tzn. kazda krawedz w grafie G taczy albo dwa wierzchotki ze zbioru
U albo dwa wierzchotki ze zbioru W).
Maksymalne podgrafy spéjne grafu G nazywamy sktadowymi (spéjnosci) grafu G.
Innymi stowy, podgraf H grafu G jest sktadowa grafu G, jedli graf H jest spéjny G oraz jesli H’
jest podgrafem spéjnym grafu takim, ze H < H’ (tzn. Viy C V,y oraz Ey C Ev), to H = H

G

(tzn. Vi = Vi oraz E;r = Ep). y
Przyktad
3 4
.
Graf pusty jest grafem spéjnym. Podobnie, graf >< jest spéjny. Przyktadem grafu
. .
1 2
3 4 43
. . o o
niespdjnego jest graf >< , ktérego sktadowymi sa grafy / i \
. . . .
1 2
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Uwaga

Jesli x jest wierzchotkiem grafu G, to graf ({x})¢ jest spéjny.
Stad wynika, ze kazdy wierzchotek grafu G nalezy do pewnej sktadowej grafu G.
Ponadto, jesli H' i H” s sktadowymi grafu G, to albo H" = H"' albo Vj;; N Vg = &.

Dowéd
Pierwsze dwie czesci sa oczywiste.
Zatézmy, ze x € Viyr N Vi
Jesll pokazemy, ze graf H:= (VH/ U Vi, Eyr U Eyrr) jest spéjny, to z maksymalnoéci graféw H’
i H" otrzymamy, ze H' = H=H"'
Przypusémy zatem, ze istnieje pod2|a’r zbioru Vi, U Vs na zbiory U i W takie, ze
EH’ @] EH” C PQ(U) UPQ(W).
Bez straty ogdlnoéci mozemy zatozyé, ze x € U.
Wtedy ze spéjnosci graféw H' i H'' wynika, ze V,)y C Ui Vyr C U, wige W = @. O

Grzegorz Bobinski (UMK) Matematyka Dyskretna



Oznaczenie

Jedli G jest grafem i x wierzchotkiem grafu G, to przez G — x oznaczamy graf

(Ve \ {x},Ec \ {e: x € e})

(tzn. graf G — x jest otrzymany z grafu G przez usuniecie wierzchotka x oraz wszystkich krawedzi
incydentnych z wierzchotkiem x).

Podobnie, jesli e jest krawedzig grafu G, to przez G — e oznaczamy graf

(Ve, Ec \ {e})

(tzn. graf G — e jest otrzymany z grafu G przez usuniecie krawedzi e).

M

Przyktad
3 4 3 4
e — 0 L] L]
Jesli G jest grafem / ,x:=1lie:={1,2},to G — xi G — e s3 grafami i
L] L] L]
2 2
3 4
/ ‘ , odpowiednio.
L] L]
1 2

'
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Zauwazmy, ze jesli x jest wierzchotkiem grafu G i H := G — x, to

[Vul =1Ve| =1 i |En| = |Eg| — degg x.
Podobnie, jesli e jest krawedzig grafu G i H := G — e, to
Vil =1Vel @ |Enl=|Ec| — 1.

Jesli x jest wierzchotkiem graf spdjnego G i deg; x = 1, to graf G — x jest spéjny.

Dowéd
Niech H := G — x.
Gdyby istniat podziat zbioru Vi := Vi \ {x} na niepuste zbioru U i W takie, ze
En C P2(U) U Po(W), to bez straty ogdlnosci moglibySmy zatozy¢, ze jesli {x,y} € Eg, to
yeUu.
Witedy zbiory U U {x} i W tworzytyby podziat zbioru Vi taki, ze Eg C P>(U U {x}) U P2(W),
co bytoby sprzeczne z zatozeniem spéjnosci grafu G. [
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Stwierdzenie 6.3

Jesli graf G jest spéjny, to |Eg| > |Vg| — 1. J

Dowéd
Dowdd bedzie indukcyjny ze wzgledu |Vg|.
Oczywiscie teza jest prawdziwa, gdy graf G jest pusty.
0°. Zatézmy najpierw, ze istnieje wierzchotek x grafu G taki, ze deg; x = 0.
Ze spéjnosci grafu G wynika, ze wtedy Vi = {x} (w przeciwnym wypadku mamy podziat na
zbiory {x} i Vg \ {x}).
Stad |[Eg| >0=1—-1=|Vg| — 1.
1°. Zatézmy teraz, ze istnieje wierzchotek x grafu G taki, ze degg x = 1.
Jedli H = G — x, to graf H jest spdjny na mocy Lematu 6.2.

Poniewaz |Viy| = |V6| — 1 < | VG|, wiec, korzystajac z zatozenia indukcyjnego, otrzymujemy, ze
[En| > |Vu| — 1.

Poniewaz |Ey| = |Eg| — 1, wiec ostatecznie |Eg| = |Ex| +1 > |Vu| = | V6| — 1.
2°. Na zakoniczenie zatézmy, ze deg; x > 2 dla kazdego wierzchotka x grafu G.
Wtedy Stwierdzenie 6.1 implikuje, ze 2 - |Eg| > 2 - | V|, co korczy dowéd. [J
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Stwierdzenie 6.3

Jesli graf G jest spdjny, to |Eg| > |V6| — 1.

Mo

Graf spdjny G nazywamy drzewem, jesli |Eg| = |Vg| — 1.
Droga w grafie G nazywamy kazdy ciag (xo, - - - , X») wierzchotkéw grafu G taki, ze

{xi—1,x;} € Eg dla kazdego i € [1, n].

W powyzszej sytuacji méwimy, ze droga taczy wierzchotki xp i xp.

Jedli dodatkowo xp = x,, n > 2, oraz x; # x; dla wszystkich i, j € [1, n] takich, Zze i # j, to droge
nazywamy cyklem.

Stwierdzenie 6.4

Graf G jest spéjny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych wierzchotkéw x i y grafu G istnieje
droga taczaca wierzchotki x i y.

W szczegdlnosci, wierzchotki x i y grafu G naleza do tej samej sktadowej wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje droga taczaca te wierzchotki.

e

M
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Stwierdzenie 6.4

Graf G jest spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych wierzchotkéw x i y grafu G istnieje
droga taczaca wierzchotki x i y.

W szczegdlnosci, wierzchotki x i y grafu G naleza do tej samej sktadowej wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje droga taczaca te wierzchotki.

Dowdéd
Il =.
Przypuéémy, ze graf G jest spdjny i ustalmy wierzchotek x grafu G.

Oznaczmy przez U zbiér wszystkich wierzchotkéw grafu G, do ktérych istnieje droga z wierzchotka
X.

Musimy pokazaé, ze U = V.

Zauwazmy, ze zbiory U i W := V¢ \ U tworza podziat zbioru V.

Ponadto, Eg C P»(U) U P2(W).

Istotnie, jesli {y,z} € Eg iy € U, to poniewaz istnieje droga z x do y, to istnieje réwniez droga z
x do z, wiec z € U.

Ze spéjnosci grafu G wynika zatem, ze albo U = & albo W = &.

Poniewaz x € U, wiec W = &, skad U = Vg \ W = V;.

=:

Zatézmy, ze graf G nie jest spdjny.

Witedy istnieje podziat zbioru Vi na niepuste podzbiory U i W takie, ze Eg C P>(U) U Pa(W).
Stad natychmiast wynika, ze je$li x € Uiy € W, to nie istnieje droga faczaca x z y.

Istotnie, gdyby ciag (x = xo, ..., X, = y) byt taka droga, to istniatoby i € [1, n] takie, ze

xi—1 € U oraz x; € W.

Wtedy {xi_1,xi} € Eg \ (P2(U) U P2(W)), sprzecznos¢.
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Stwierdzenie 6.4

Graf G jest spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych wierzchotkéw x i y grafu G istnieje
droga taczaca wierzchotki x i y.

W szczegdlnosci, wierzchotki x i y grafu G naleza do tej samej sktadowej wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje droga taczaca te wierzchotki.

Dowdd (c.d.)
I =
Zatézmy, ze wierzchotki x i y naleza do tej samej sktadowej H grafu G.
Poniewaz graf H jest spdjny, wiec z czesci pierwszej wynika natychmiast, ze istnieje droga w grafie
H, a wiec réwniez w grafie G, taczaca wierzchotki x i y.
=:
Przypuéémy, ze istnieje droga (xo, x1, . . . , Xn) taczaca wierzchotki x i y.
Niech H := ({x0, X1, - .-y xn }, {{x0, x1}, . . ., {xn—1,%n}}).
Witedy H jest spéjnym podgrafem grafu G zawierajacym wierzchotki x i y (spéjno$¢ mozna tatwo
pokazaé, korzystajac z czeéci pierwszej).
Zatem istnieje sktadowa grafu G zawierajaca graf H, a wiec réwniez wierzchotki x i y. [J
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Jesli (xo, - - -, Xn) Jest cyklem w spéjnym grafie G, to graf G — {xo, x1 } jest spdjny. J

Dowéd
Na mocy Stwierdzenia 6.4 wystarczy pokazaé, ze dla dowolnych dwéch wierzchotkéw x i y grafu G
istnieje droga w grafie G — {xp, x1} taczaca wierzchotki x i y.
Ustalmy zatem wierzchotki x i y.
Wtedy istnieje droga w grafie G taczaca wierzchotki x i y.
Zastepujac w tej drodze wszystkie podciagi (xo, x1) i (x1, x0) ciagami (xp, ..., x1) oraz
(x1, ..., xn), odpowiednio, otrzymujemy droge w grafie G — {xo, x1} taczaca wierzchotki x i y. [J
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Niepusty graf spéjny G jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie G nie ma cyklu.

Stwierdzenie 6.6 J

Dowéd
<=:
Zatézmy, ze graf G nie jest drzewem, tzn. |Eg| > |Vg].

Przez indukcje na |V¢| udowodnimy, ze w grafie G jest cykl.

Poniewaz graf G nie jest drzewem, wiec |Vg| > 1.

Witedy ze spdjnosci grafu G wynika, ze deg; x > 0 dla kazdego wierzchotka x grafu G.
1°. Zatézmy, ze istnieje wierzchotek x grafu G taki, ze degs x = 1.

Jedli H= G — x, to graf H jest spéjny na mocy Lematu 6.2.

Ponadto graf H jest tez niepusty.

Mamy |Vy| = |Vg| — 1 oraz |Ey| = |Eg| — degg x = |Eg| — 1.

W szczegblnosci |Ey| > |V

, wigc graf H nie jest drzewem
Korzystajac z zatozenia indukcyjnego, wiemy, ze w grafie H (a wiec takze w grafie G) istnieje cykl.
2°. Zatézmy, ze deg x > 2 dla kazdego wierzchotka x grafu G.

Poniewaz graf G jest niepusty, wiec mozemy zdefiniowaé indukcyjnie ciag (xo, x1, . . .) wierzchotkéw
grafu G taki, ze, dla kazdego i € Ny, {xi_1, x;} jest krawedzig w grafie G oraz xi_1 # Xj41.
Poniewaz zbiér Vi jest skoriczony, wiec istnieja m, n € N takie, ze m < n oraz ciag (Xm, - - - , Xn)
jest cyklem.

=

Zatézmy, ze w grafie G jest cykl (xo, . . -, Xn)-

Z Lematu 6.5 wiemy, ze graf H := G — {xo, x1 } jest spdjny (i oczywiscie niepusty), zatem
|EH| > |VH| — 1 na mocy Stwierdzenia 6.3.
Poniewaz |Ep| = |Eg| — 1 oraz | V| = | V|, wiec |Eg| > |Vi|, zatem graf G nie jest drzewem. [J
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