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6.2 Grafy planarne

Twierdzenie 6.7 (Euler)

Niech G bedzie spéjnym grafem planarnym (wraz z ustalonym rysunkiem).

Jesli n jest liczba wierzchotkéw grafu G, m liczba jego krawedzi i f liczba obszaréw, na ktére
rysunek grafu G dzieli ptaszczyzne, to

n—m+f=2.

W szczegdlnosci, liczba f nie zalezy od rysunku, a jedynie od grafu G (a doktadniej, od liczby jego
wierzchotkéw i krawedzi).

Dowéd
Dowdéd bedzie indukcyjny ze wzgledu na m.
Przypomnijmy, ze m > n — 1 na mocy Stwierdzenia 6.3.
1°. m=n-—1.
Wtedy graf G jest drzewem, wiec ze Stwierdzenia 6.6 wynika, ze f = 1.
Istotnie, kazdy spdjny graf planarny dzieli on ptaszczyzne na obszary ograniczone oraz jeden obszar
nieograniczony. Kazdy obszar ograniczony jest otoczony przez cykl, skad wynika, ze w przypadku
drzew jednym obszarem jest obszar nieograniczony.
Ostatecznien—m+f=—(m—n)+f=—(-1)+1=2.
2°. m > n.
Witedy graf G nie jest drzewem, a wiec w grafie G istnieje cykl (xo, . . ., /).
Jedli H:= G — {xo,x1}, n’ jest liczba wierzchotkéw grafu H, m’ liczba jego krawedzi i f’ liczba
obszaréw na, ktére rysunek grafu H (powstaty z rysunku grafu G przez wymazanie tuku
odpowiadajacego krawedzi {xo, x1}) dzieli ptaszczyzne, ton’ =n, m' =m—1, f' = f — 1.
Z Lematu 6.5 wiemy, ze graf H jest spdjny, wiec z zatozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze
n’ — m’ 4+ f’ = 2, skad natychmiast wynika teza. [J
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Twierdzenie 6.7 (Euler)

Niech G bedzie spéjnym grafem planarnym (wraz z ustalonym rysunkiem).
Jesli n jest liczba wierzchotkéw grafu G, m liczba jego krawedzi i f liczba obszaréw, na ktére
rysunek grafu G dzieli ptaszczyzne, to

n—m+f=2.

'

Whiosek 6.8

Niech G bedzie spéjnym grafem planarnym, n liczba wierzchotkéw grafu G oraz m liczba jego
krawedzi. Jeslin > 3,tom < 3-n— 6.

e

Dowéd
Ustalmy rysunek grafu G i niech f bedzie liczba obszaréw, na ktére ten rysunek dzieli ptaszczyzne.
Jesli graf G jest drzewem, to m = n — 1. Ponadto, poniewaz n > 3, wiecn—1<3:n—6, co
konczy dowdd w tym przypadku.
Zatézmy teraz, ze graf G nie jest drzewem.
Wtedy wiec kazdy obszar jest otoczony przez co najmniej trzy krawedzie (precyzyjniej, tuki
odpowiadajace krawedziom) i kazda krawedz jest granica dla co najwyzej dwéch obszaréw.
Stad, liczac na dwa sposoby liczbe par (F, €), gdzie F jest jednym z powyzszych obszaréw, zas e
krawedzia ograniczajaca obszar F, otrzymujemy, ze 3-f < 2-m.
Poniewaz 3 - f =3 - m — 3 n+ 6 na mocy Twierdzenia Eulera, wiec otrzymujemy teze. [J
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Whiosek 6.8

Niech G bedzie spéjnym grafem planarnym, n liczba wierzchotkéw grafu G oraz m liczba jego
krawedzi. Jedlin > 3,tom < 3-n—6.

Whiosek 6.9

Niech n bedzie liczba catkowita taka, ze n > 5.

-

Jesli
G = ([1, n], P2([1, nl)),
(tzn. G jest grafem petnym o n wierzchotkach), to graf G nie jest planarny.

G

Dowéd
Zauwazmy, ze

|Eg| = (n

2)>3~n—6,

wiec teza wynika z Whniosku 6.8. [
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Whiosek 6.8

Niech G bedzie spéjnym grafem planarnym, n liczba wierzchotkéw grafu G oraz m liczba jego
krawedzi. Jeslin >3, tom < 3-n—6.

Stwierdzenie 6.10

Jedli G jest grafem planarnym, to istnieje wierzchotek x grafu G taki, ze

deg; x < 5.

Dowéd
Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze graf G jest spdjny oraz |Vs| > 3.
Przypusémy, ze deg; x > 6 dla kazdego wierzchotka x grafu G.
(6.1) = 6-|Ve| <2-|Eg|
W potaczeniu z Wnioskiem 6.8, otrzymujemy, ze
6-|Ve| <6-[Ve|—12,

sprzecznosé. [
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6.3 Kolorowanie graféw

Jesdli G jest grafem i k jest nieujemnga liczba catkowita, to méwimy, ze graf G jest k-kolorowalny,

jesli istnieje podziat zbioru Vi na zbiory Uy, ..., Uy takie, ze jedli i € [1, k], to w grafie nie
istnieje krawedz taczaca wierzchotki ze zbioru U;.

Taki podziat nazywamy k-kolorowaniem wierzchotkéw grafu G.

Najmniejsza nieujemna liczbe catkowita k taka, ze graf G jest k-kolorowalny, nazywamy liczba
chromatyczna grafu G i oznaczamy xg.

v
Rodzing Uy, ..., Ux podzbioréw zbioru V nazywamy podziatem zbioru V/, jesli:
e V=UU---UUq;
OU,‘ﬂUj:dei;ﬁj. y

Twierdzenie 6.11

Jesdli G jest grafem planarny, to graf G jest 5-kolorowalny.
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Twierdzenie 6.11

Jedli G jest grafem planarny, to graf G jest 5-kolorowalny. J

Dowdéd
Dowdéd bedzie indukcyjny ze wzgledu na |Vg].
Teza jest oczywista, gdy |Vg| < 5.
Ze Stwierdzenia 6.10 wiemy, ze w grafie G istnieje wierzchotek x taki, ze deg; x < 5.
Jedli H := G — x, to z zatozenia indukcyjnego wiemy, ze graf H jest 5-kolorowalny.

Jedli deg; x < 5, to w oczywisty sposéb mozemy rozszerzy¢ 5-kolorowanie grafu H do
5-kolorowania grafu G.

Zatézmy zatem, ze deg; x = 5.
Niech yi, ..., ys beda kolejnymi, wypisanymi zgodnie z ruchem wskazéwek zegara (zaktadamy, ze
mamy ustalony rysunek grafu G) sasiadami wierzchotka x.
Mozemy réwniez zatozyé, ze jesli zbiory U, ..., Us tworza 5-kolorowanie wierzchotkéw grafu H,
to y; € U; dla kazdego i € [1,5].
Dla i,j € [1,5] takich, ze i # j, oznaczmy przez H; ; podgraf grafu H indukowany przez zbi6r
U; U UJ
Pokazemy pézniej, ze istnieja i,j € [1, 5] takie, ze i # j oraz wierzchotki y; oraz y; naleza do
réznych sktadowych H' i H" grafu H; j.
Definiujemy zbiory U, ..., Ui wzorem

{X} U (U,' \ VH’) U (Uj N VH/) jesli k =1,

Up =< (U \ Vi) U (Ui N Vi) jedli k = j,

Uk jesli k # i, §,
(tzn. zamieniamy kolorami wierzchotki ze zbioru Vs oraz kolorujemy wierzchotek x kolorem /).
tatwo sprawdzié, ze otrzymujemy w ten sposéb 5-kolorowanie grafu G.
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Jedli G jest grafem planarny, to graf G jest 5-kolorowalny.

Twierdzenie 6.11 J

Dowéd (c.d.)
Mamy
@ yi, ..., y5 sa kolejnymi, wypisanymi zgodnie z ruchem wskazéwek zegara sasiadami
wierzchotka x;
@ zbiory Uy, ..., Us tworza 5-kolorowanie wierzchotkéw grafu H oraz y; € U; dla kazdego
i €[1,5];
@ dlai,j € [1,5] takich, ze i # j, oznaczamy przez H; j podgraf grafu H indukowany przez
zbiér U; U Uj;
Pokazemy, ze istnieja i, j € [1,5] takie, ze i # j oraz wierzchotki y; oraz y; naleza do réznych
sktadowych grafu H; ;.
Istotnie, przypus¢my, ze wierzchotki y; oraz y3 naleza do tej samej sktadowej grafu Hy 3.
Ze Stwierdzenia 6.4 wiemy, ze w grafie H 3 istnieje droga (zo, . . ., z,) faczaca wierzchotki y; i ys.
Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze z, # z dla wszystkich k, | € [0, n] takich, ze k # .
Witedy ciag (x, 2o, . . ., zn, x) jest cyklem w grafie G nieprzechodzacym przez wierzchotki x2 i xs.
Z planarnosci grafu G i Stwierdzenia 6.4 wynika zatem, ze wierzchotki x; i x4 naleza do réznych
sktadowych grafu H, 4. [
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