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1 Wstep

Niech K bedzie ustalonym ciatem algebraicznie domknietym. Jesli C' jest ko-
algebra nad K z komnozeniem A : C' — C ® C i kojedynka ¢ : C' — K,
to przez C comod oznacza¢ bedziemy kategorie lewych skonczenie wymiaro-
wych C-komodutow, zas przez comod C' kategori¢ prawych skorniczenie wy-
miarowych C-komodutéw. Przypomnijmy, ze struktura lewego C-komodutu
jest zadana na przestrzeni liniowej M przez odwzorowanie 6 : M — C' @ M

Doktadny K-liniowy funktor F' : A — B pomiedzy K-kategoriami na-
zywamy reprezentacyjnym wtozeniem, jesli funktor F' przeprowadza obiekty
nierozktadalne w obiekty nierozktadalne i odbija klasy izomorfizméw. Al-
gebre R nazywamy dzika, gdy istnieje reprezentacyjne wtozenie kategorii
mod I';(K') w kategori¢ mod R, gdzie

Ty(K) = (IO{ fff)

Algebra R jest skoniczonego typu reprezentacyjnego, gdy istnieje skoriczenie
wiele klas izomorfizmoéw nierozktadalnych R-modutéw. Algebra R jest oswo-
jona, gdy dla dowolnej liczby naturalnej d > 1 istnieja K [t]- R-bimoduly M,
..., M,, takie, ze dla dowolnego nierozktadalnego R-modutu X wymiaru d
istnieja j € {1,...,7q} i A € K takie, ze X ~ K[t]/(t — ) @k M;.

bLatwo jest zdefiniowaé dzikosé dla K-kategorii abelowych, dla ktorych
przestrzenie endomorfizmoéow sa skonczenie wymiarowe nad K. Problemy po-
jawiaja sie przy probie zdefiniowania typu oswojonego.

Twierdzenie. Dla dowolnej K-kategorii abelowej A ze skorniczenie wymiaro-
wyma przestrzeniami lintowymi, ktora jest noetherowsko-artinowska, istniejq
petne podkategorie Ag, 5 € §2, gdzie Q jest zbiorem skierowanych, oraz system
odwrotny {Rg, ug R, — Rg} surjekcji skonczenie skierowanych K-algebr ta-
kich, zZe spelnione sq nastepujgce warunk:.



1. Kategoria A jest sumq skierowang kategorii Ag.
2. Dla kazdego 3 kategorie Ag i mod Rg sq¢ réwnowazne.

3. Mamy diagram przemienny

Ag = mod R

iﬁﬁl uz*,'yl )

A, —— mod R,
gdzie ig, jest naturalnym wloZeniem.

4. R = 1'&1{]%5, ug~} jest K-algebrq pseudozwartq, tzn. posiada topologie
zadang przez koskonczone dwustronne ideaty, ktora jest Hausdorffa 1
zupetna.

Kategoria komodutéow ma nastepujace wtasnosci. Niech C' bedzie koal-
gebra. Wtedy C comod jest abelowsg K-kategorig noetherowsko-artinowsks.
Istnieje dualnos¢ pomiedzy kategoriami C comod i comod C. Dowolny C-
komodut jest sumg skierowang skorniczenie wymiarowych C-podkomodutéw.
Przestrzen C* := Homg(C, K) jest pseudozwarta K-algebra w topologii
c* = ILH 5 C*/Hjy, gdzie C = | s Hp dla skierowanej sumy skoficzenie wy-
miarowych podkoalgebr Hg. Wiadomo, ze kategoria wszystkich lewych C-
komodutéw jest rownowazna z kategorig dyskretnych prawych C*-modutow,
tzn. takich moduléw, ktore majg topologie dyskretng. Ta kategoria jest na-
tomiast dualna z kategoria lewych pseudozwartych C*-modutéw.

2 Kolczany i koalgebry droég

Niech @ = (Qo, Q1) bedzie lokalnie skonczonym kotczanem. Dla kazdej licz-
by naturalnej m oznaczmy przez @), zbiér wszystkich dréog dtugosci m w
kotczanie @). Dla kazdego wierzchotka ¢ kotczanu ) oznaczmy przez 7; diu-
gosci trywialng w wierzchotku i. Niech KQ := @,._; KQ.,. Wtedy KQ jest
algebra z gradacja. Gdy zbior @y jest skonczony, to algebra ta ma jedynke.
W algebrze K@ wprowadzamy strukture koalgebry wzorami e(w) = 1, gdy
w jest droga trywialna, oraz e(w) = 0 w przeciwnym wypadku. Komnozenie
A(w) definiujemy jako sume > w; ® wy po wszystkich mozliwych przedsta-
wieniach w = wyws.

Dla dowolnego kolczanu przez (Q* oznaczamy kotczan przeciwny do Q.
Reprezentacje (Vy, Vi) kotczanu @) nazywamy nilpotentna, gdy istnieje liczba
naturalna m taka, ze V,, = 0 dla kazdej drogi w dtugosci m.



Twierdzenie. Kategorie KQ* comod i kategoria nilpotentnych reprezentacyi
skonczonej dlugo$ci reprezentacji kotczanu Q) sqg réwnowazne. W szczegélno-
sci jesli w kotczanie QQ nie ma zorientowanych cykli, to kategoria KQ* comod
jest rownowazna z kategoriq reprezentacyi skonczonej diugosci kotczanu Q).

Podobne twierdzenie mozna udowodni¢ dla kotczanéw z relacjami.

Koalgebre C' nazwiemy koalgebra dzikiego typu komodutowego wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje reprezentacyjne wtozenie I's(K') comod — C' comod.
Mozna pokazaé, ze jest to rownowazne istnieniu reprezentacyjnego wlozenia
K(X,Y) comod w C comod.

Zauwazmy, ze cokot koalgebry C' traktowanej jako lewy C-komodut jest
suma prosta prostych C-komodulow S(j), j € I¢, przy czym otrzymujemy w
ten sposob wszystkie klasy izomorfizméw prostych C-komodutéw. Koalgebre
C nazwiemy bazowa, gdy kazdy modul wystepuje z krotnoscia jeden w tym
rozktadzie. Mozna pokazac, ze dla kazdej koalgebry C' istnieje doktadnie jedna
koalgebra bazowa, ktorej kategoria komodultéw jest réwnowazna z kategoria
C-komodutow.

Niech Ky(C') bedzie grupa Grothendiecka Ky(C comod). Mamy wtedy
funkcje dim : Ko(C) — ZU) | ktéra zadaje izomorfizm. Koalgebra bazowa C
jest oswojonego typu komodutowego, jesli dla dowolnego wektora d € Ky(C')
istnieja C-K[t]-bimoduty M, ..., M,, wolne skonczenie generowana nad
K|t] takie, ze dla dowolnego nierozkladalnego C-komodulu X o wektorze
wymiaru d istniejg j i A takie, ze X ~ M; @k K[t]/(t — A).

Mozna pokazac¢, ze koalgebra KQ* jest oswojona, gdy kolczan @) jest
kotczanem Dynkina lub lokalnie kotczanem Dynkina, a wiec wtedy i tylko
wtedy, gdy jego forma jest stabo dodatnia.

Twierdzenie. Dla kazdej kategorii A jak wyzej istnieje doktadnie jedna ko-
algebra C' taka, Ze A jest réwnowazna z C' comod.

Wykorzystujac to twierdzenie mozemy przenie$é¢ definicje dzikosci i oswo-
jonosci na dowolne kategorie.



