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Referat jest oparty na wystapieniu Clausa M. Ringela zatytulowanym
,Krull-Remak—Schmidt fails for artinian modules over local rings”.

Twierdzenie (Krull-Remak-Schmidt). Niech R bedzie pierscieniem z 1, za$
M;,v=1,...,m, N;, 5 =1,...,n, modutami nierozktadalnymi skoriczonej
dtugosci nad R. Jesli My & --- ® M,, ~ Ny & ---N,, to m = n i istnieje
permutacja o € Sy, taka, Ze M; ~ Ny).

W 1932 roku Krull zadal pytanie czy wystarczy by moduty M;, N; byly
artinowskie. W 1995 roku Facchini-Herbera—Levy—Vamos podali odpowiedz
negatywna. W 2000 roku Pimenov—Yakovlev podali inne przyktady, ktore sa
prostsze. W 1998 Facchini zapytat czy twierdzenie Krulla-Remaka—Schmidta
zachodzi dla modutéow artinowskich nad pierscieniami lokalnymi. Ringel po-
kazal, ze nie.

Konstrukcja Pimenova—Yakovleva opierata si¢ na nastepujacej obserwa-
cji. Niech F bedzie kategoria beztorsyjnych grup abelowych skoniczonej rangi,
ktore sa podzielne przez prawie wszystkie liczby pierwsze. Grupe F' nazywa-
my podzielng przez liczbe p, gdy pF' = F. Wiadomo, ze twierdzenie Krulla—
Remaka—Schmidta nie zachodzi w kategorii F.

Ustalmy F € F. Niech 0 - F — Q" 5 Q*/F — 0 bedzie rezolwenta
injektywna modutu F. Wiadomo, ze Q™/F jest skoficzona suma grupy tor-
syjnych. Odwzorowanie v mozemy traktowa¢ jako modut nad pierscieniem

S = {Q 0} poprzez wzor :
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Otrzymujemy w ten sposob funktor ® : F — Mod S, ktorego obraz zawarty
jest w podkategorii modutéw artinowskich. Funktor & jest petny i wierny.

Stad wynika, ze twierdzenie Krulla-Remaka—Schmidta nie zachodzi dla mo-
dultéw artinowskich nad pierécieniem S.
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Ustalmy wielomiany nierozktadalne pq, ..., p, postacip;, = X—a;, a; € K,
i =1,...,n. Niech F oznacza kategorie zredukowanych beztorsyjnych K[X]-
modutéw skonczonej rangi podzielnych przez wszystkie wielomiany nieroz-
ktadalne spoza zbioru {py, ..., p,}. Modul F' nazywamy zredukowanym, jesli
K(X) nie jest podmodutem modutu F.

Niech V; oznacza lokalizacje pierscienia wielomianéw K[ X| wzgledem ide-
atu (p;). Definiujemy pierscien S wzorem

K(X) 0 0 0
K(X) Vi 0 0
S=|KX) 0 V 0
P
K(X) 0 - 0 V]

Z modutem F stowarzyszamy v : [(F) — C,gdzie I(F) = K(X)™ jest po-
wloka injektywna, za$§ C' = I(F)/F jest skoniczona suma prosta €@, N;.
Epimorfizm v mozemy tratowa¢ jako modul nad pierscieniem S. Otrzymuje-
my w ten sposob funktor &, : F — Mod S.

Zatézmy, ze cialo K jest izomorficzne z K(X) (np. K = k(t1,1s,...)).
Mamy odwzorowanie ¢; : V; — K (X) bedacy ztozeniem epimorfizmu V; — K
i izomorfizmu K ~ K(X). Wtedy Kere; = (p;). Przez R oznaczymy zbiér
tych macierzy
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dla ktérych €;b; = a. R jest pierécieniem lokalnym, ktorego jedyny J(R) ideat
maksymalny jest zadany przez warunek a = 0. Mamy wtlozenie ¢ : Mod S —
Mod R. Niech & = 7 o ®;. Mozna pokazac, ze obraz funktora ® jest zawarty
w modutach artinowskich.

Niech t; bedzie macierzg powyzszej postaci, dla ktorej a; = 1, za$ pozo-
state wspoélezynniki sg réwne 0. Jesli M € Mod R, to rad M := J(R)M C
Ker ft;, gdzie f; jest odwzorowaniem indukowanym przez mmnozenie przez
t;. Niech U(M) = N, Ker(t;)/rad M. Okazuje si¢, ze V(M) ma strukture
K[X]-modutu i ¥ mozna rozszerzy¢ do funktora z Mod R do Mod K[X].

Twierdzenie. Mamy nastepujgce wiasnosci.
(1) Yod =1d.

(2) Jesli F.F' € Fif: ®F) — ®(F), Y(f) =0, to wtedy Im f jest
potprosty.



Mozna pokazac¢, ze moduty proste nie nalezg do obrazu ®. Z powyzsze-
go twierdzenia wynika, ze przestrzetn Hompg(®(F'), ®(F")) jest suma prosta
przestrzeni ® Homgx|(F, F') i podprzestrzein homomorfizméw faktoryzuja-
cych si¢ przez moduty péiproste.

Whniosek. Funktor ® : F — Mod R zachowuje nierozktadalnosé i nieizomor-
ficznosé. W szcezegolnosci twierdzenie Krulla—Remaka—Schmidta nie zachodzi
dla modutow artinowskich nad R, bo nie zachodzi w F.

Wazne role odgrywa fakt, ze jesli f € End M i Im f jest pdiprosty, to
f €radEndg(M) dla M € Im ®.



