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§ 1. Elementy teorii modeli

Bedziemy rozwazac jezyk L sktadajacy sie z przeliczalnej ilosci zmiennych,
dwoch symboli dziatan + i - oraz dwéch statych 01 1. Modelem dla jezyka
L bedzie zbiér K wraz z dwoma dziataniami dwuargumentowymi + i - oraz
dwoma wyréznionymi elementami 0 i 1 zbioru K. Dla zdania badz formuty
¢ w jezyku L bedziemy pisa¢ K F ¢, gdy ¢ jest spelnione w modelu K.
Podobne oznaczenie stosowaé bedziemy dla zbioréow zdan.

Niech C C B beda pewnymi klasami modeli dla jezyka IL. Powiemy, ze
klasa C jest aksjomatyzowalna podklasa B, o ile istnieje zbior zdan X taki, ze
model K € B nalezy do C wtedy i tylko wtedy, gdy K F 3. Zbiér ¥ nazywa-
my zbiorem aksjomatow klasy C. Klasa C jest skonczenie aksjomatyzowalng
podklasa B, o ile mozemy wybra¢ skonczony (réwnowaznie, jednoelemento-
wy) zbiér aksjomatdw.

Klasa wszystkich cial jest skonczenie aksjomatyzowalna. Klasa cial alge-
braicznie domknietych jest aksjomatyzowalna, ale nie jest skonczenie aksjo-
matyzowalna. Ciata ustalonej dodatniej charakterystyki sa skonczenie aksjo-
matyzowalne, podczas gdy ciata charakterystyki 0 sa aksjomatyzowalne, ale
nie sg skonczenie aksjomatyzowalne.

Twierdzenie. Niech B bedzie klasq aksjomatyzowalng i C C B.

(1) Klasa C jest skonczenie aksjomatyzowalna w B wtedy i tylko wtedy, gdy
klasy C i B\ C sq aksjomatyzowalne.

(2) Jesli klasa C jest skonczenie aksjomatyzowalna i ¥ jest zbiorem aksjo-
matow dla C, to z ¥ mozna wybraé skonczony zbior aksjomatow dla

C.

Dowdéd. Udowodnimy pierwszy punkt. Implikacja = jest oczywista. Pokaze-
my teraz implikacje przeciwna. Niech Th(C) bedzie teoria klasy C, a wiec
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zbiorem wszystkich zdan spelnionych w C. Aksjomatyzowalnosé klasy C im-
plikuje, ze K F Th(C) wtedy i tylko wtedy, gdy K nalezy do C. Zauwazmy,
ze teoria Th(C) U Th(B \ C) nie ma modeli. Z twierdzenia Henkina o spel-
nialnosci wynika, ze teoria Th(C) U Th(B\ C) jest sprzeczna. Z twierdzenia o
zwartosci teoria Th(C) U Th(B\ C) jest skonczenie sprzeczna. Zatem istnieja
zdania @1 w Th(C) i po € Th(B\ C), ktore prowadza do sprzecznosci. Wtedy
1 jest aksjomatem dla C w B. O

Powiemy, ze dwa modele K i L sa elementarnie réwnowazne, co zapi-
sujemy K = L, o ile Th(K) = Th(L). Mozna pokazaé, ze jesli K i L sa
dwoma cialami algebraicznie domknietymi tej samej charakterystyki, to sa
one elementarnie réwnowaznie.

Niech ¢ bedzie formuty z n zmiennymi wolnymi. Jesli K jest cialem, to
przez Vi (p) oznaczaé bedziemy te uktady a € K", dla ktorych zdanie ¢(a)
jest spetnione w K.

Twierdzenie (o eliminacji kwanytfikatoréw, Tarski). Jesli ¢ jest formulq z
n zmiennymi wolnyma, to istniejq wielomiany F; ;, G; o wspélczynnikach cat-
kowitych od n zmiennych takie, Ze dla kazdego ciata algebraicznie domknie-
tego K Vi (p) jest zbiorem tych a € K™, dla ktérych dla kazdego i mamy
Gi(a) # 0 oraz F; j(a) = 0 dla wszystkich j. O

W powyzszej sytuacji bedziemy méwié, ze zbiory Vi (¢) tworza konstruk-
tywny Z-schemat.

Lemat. Ustalmy p bedgce liczbg pierwszq lub zerem. Przypu$cémy, Ze zbiory
Vi (@) sa domkniete dla dowolnego ciala algebraicznie domknietego K cha-
rakterystykit p. Wtedy istniejq wielomiany Hy, ..., Hy o wspolczynnikach w
ciele |, takie, ze Vi (p) jest zbiorem zer wielomianéw Hy, ..., Hy dla do-
wolnego ciata algebraicznie domknietego charakterystyki p.

Dowdéd. Niech L bedzie algebraicznym domknigciem ciata F,. Wiemy, ze
zbiér Vi () jest zdefiniowany przez wielomiany Fi, ..., F,, o wspblczyn-
nikach w ciele L. Istnieje skoniczone rozszerzenie Galois N ciala F, takie, ze
Fy, ..., F,, maja wspétczynniki w N. Niech GG bedzie grupa Galois rozsze-
rzenia N/F,. Zbior Vi, (p) jest niezmienniczy ze wzgledu na dzialania auto-
morfizméw ciata L na L". Stad wielomiany F?, o € G, zeruja si¢ na Vi (p).
Niech sy, ..., s; beda elementarnymi funkcjami symetrycznymi od ¢ zmien-
nych, gdzie t := |G|. Wtedy wielomiany sg(F;*, ..., F'), gdzie oy, ..., 0y sa
wszystkimi elementami grupy G, maja wspotczynniki w [F,, i definiuja zbiér

VL(p). Oznaczymy te wielomiany przez Hi, ..., H,.

W ciele L zachodzi formuta ¢ <> H; = --- = H, = 0. Poniewaz kazde cia-
to algebraicznie domkniete charakterystyki p jest elementarnie réwnowazne
z L, wiec konczy to dowdd. [



§ 2. Algebry nad ciatami

Niech d bedzie ustalong liczbg naturalna, zas p ustalong liczba pierwsza lub
zerem.

Przez Alg = Alg(d) oznaczaé bedziemy klase wszystkich algebr tacznych
z 1 wymiaru d nad cialem algebraicznie domknietym. Alg” oznaczaé¢ bedzie
podklase algebr nad ciatami charakterystyki p. Postugiwaé si¢ bedziemy jezy-
kiem A, w ktérym mamy dwie kopie jezyka IL (opisujace odpowiednio struk-
ture bazowego ciala i strukture pierécieniowa algebry) i dodatkowy symbol -
(odpowiedzialny za opis struktury przestrzeni liniowej algebry nad cialem).
Modelem dla jezyka A bedzie para (K, R) modeli dla jezyka L wraz z funkcja
- K X R— R.

Niech K bedzie cialem. Elementowi przestrzeni afinicznej K & przypo-
rzadkujemy model (K, R(7)), gdzie 7 wyznacza state strukturalne mnozenia
w K? Zbior tych v, dla ktérych model (K, R(y)) jest algebra, bedziemy
oznaczaé alg (d). Jest to rozmaito$¢ afiniczna, o ile cialo K jest algebraicz-
nie domkniete. Jesli C jest podklasg klasy Alg, to przez Cx oznaczymy zbior
tych v € algy(d), dla ktérych (K, R()) nalezy do C.

Kazdemu zdaniu w jezyku A mozemy przyporzadkowaé formute ¢, od d°
zmiennych wolnych w jezyku LL taka, ze K F 1,(7)) wtedy i tylko wtedy, gdy

(K, R(7)) E .

§ 3. Skonczony typ reprezentacyjny
Oznaczmy przez RF klase algebr skonczonego typu reprezentacyjnego.

Twierdzenie (Jensen—Lenzing). Klasa RF jest skoriczenie aksjomatyzowal-
na w Alg.

Dowdd. W jezyku A mozna wyrazi¢ wlasnosc¢ istnienia co najmniej ¢ klas izo-
morfizméw nierozktadalnych n-wymiarowych R-modutéow. Zdanie definiujace
te wlasnos¢ bedziemy oznacza¢ przez ¢, ;. Mozna pokazac, ze istnieje funk-
cjia B : N = N taka, ze jedli (K, R) € Alg oraz (K, R) F ¢, a(n), to istnieje
nieskoniczenie wiele nierozktadalnych n-wymiarowych R-modutéw. Ponadto
z drugiej hipotezy Brauera—Thralla wynika, ze jesli (K, R) nie jest skoriczo-
nego typu reprezentacyjnego, to dla pewnego n istnieje nieskonczenie wiele
nierozktadalnych nieizomorficznych n-wymiarowych R-modutéw . Stad uktad
zdan —,, g, jest zbiorem aksjomatow dla klasy RF. Z drugiej strony teoria
Auslandera—Reiten dostarcza aksjomatéw dla klasy algebr nieskonczonego ty-
pu reprezentacyjnego. Stad klasa algebr skoniczonego typu reprezentacyjnego
jest skonczenie aksjomatyzowalna. Mozna dla niej znalez¢ aksjomat postaci
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Whiosek. Zbiory RF i, K = K, tworzq konstruktywny Z-schemat. [

Twierdzenie (Gabriel). Zbior RF i jest otwarty w algy (d) dla kazdego ciala
algebraicznie domknietego K.

Dowdd. Wiemy, ze Vic(—¢y g(n)) jest zbiorem tych v € K, dla ktérych alge-
bra (K, R(7)) ma skoficzenie wiele nierozktadalnych n-wymiarowych modu-
tow. Gabriel pokazal, ze zbiory Vi (=@, 5(n)) sa otwarte. Wiemy jednak, ze

RF i = (o, Vie(m¢n g(ny), co koriczy dowéd. O

Pojawia sie naturalne pytanie, czy zbiory RF i tworza otwarty Z-sche-
mat, ktére pozostaje otwartym problemem. Mozna pokazaé, ze zbiory RD g
tworza otwarty Z-schemat w algy (d), gdzie RD oznacza klase algebr skon-
czonego typu reprezentacyjnego, ktérych kotczan Auslandera—Reiten R sie
ze sktadowych preprojektywnych.

8 4. Oswojony typ reprezentacyjny

Niech T = T(d) bedzie klasa d-wymiarowych algebr oswojonych. Podobnie
W = W(d) jest klasa d-wymiarowych algebr dzikich. Bedziemy tez pisaé¢ T?
(WP) dla oznaczenia algebr oswojonych (odpowiednio dzikich) nad ciatami
charakterystyki p.

Twierdzenie (Drozd). Mamy TUW = Alg i TNW = 0. O

Niech #,: bedzie nastepujacym zdaniem: ,jistnieje K (X,Y')-R-bimodul
wolny rangi n nad K(X,Y), ktéry mozna zadaé przy pomocy wielomianéw
stopnia nie wigkszego od ¢ i taki, ze dla dowolnych n-wymiarowych K (X, Y')-
modutéw U iV, jesli U @gxyy M ~ V Qgx,yy M, to U ~ V”. Mozna
pokazaé, ze (K, R) F 1, dla pewnych n i ¢ naturalnych wtedy i tylko wtedy,
gdy (K, R) € W. Ponadto, jesli Wi (n,t) = {y € algg(d) | (K, R(7)) E ¥ns}s

to Wk (n,t) jest zawarte w Wg. W dowodzie tej wlasnosci wykorzystuje sie
argumenty uzyte w dowodzie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (Geiss). Degeneracja algebry dzikiej jest dzika. O

Konsekwencja pierwszej z powyzszych wlasnosci jest nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie. Klasa T jest aksjomatyzowalna.

Dowdd. Systemem aksjomatow dla 7T jest system zdan —,;, n,t € N. [



Problemem, ktory pojawia si¢ tutaj w naturalnym sposob, jest pytanie,
czy klasa T jest skonczenie aksjomatyzowalna. Zauwazmy, ze gdyby klasa T
byta skoniczenie aksjomatyzowalna, to zbidr Tx bytby otwarty w alg,(d)
dla kazdego K. Istotnie, przypu$émy, ze —t),;, n,t < N, jest systemem
aksjomatéw dla 7. Wtedy Wk = U, jcy Wi (n,t) C U, ey Wi (n,t) C W,
a wiec zbior Wy jest domkniety. - -

Niech I bedzie zbiorem i F C 2!. Jedli rodzina F spelnia nastepujace
warunki:

(1) 0 & F,

(2) jesli A,B € F,toANB e F,
(3) jeSi Ae FiAC B,to BeF,
(4) jesli AZ F,to I\ A€ F,

to F nazywa sie ultrafiltrem.

Zatozmy, ze M; jest zbiorem dla kazdego ¢ € I. Definiujemy relacje ~ w
[Lc; M; warunkiem (m;) ~5 (m;) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje U € F
taki, ze m; = m} dla i € U (inaczej, m; = m) dla F-prawie wszystkich 7).
Jedli F jest ultrafiltrem, to zbiér [[, M;/F := ([[, M;)~, nazywamy ultra-

produktem, za$ jego elementy oznaczaé bedziemy przez (m;)”.

Twierdzenie (Los). Formula ¢ jest spetniona w [, M;/F wtedy i tylko
wtedy, gdy jest spetniona w F-prawie wszystkich M,;. 0

Przykladem zastosowania twierdzenia Losia jest nastepujace fakt. Niech
I bedzie zbiorem liczb pierwszych i F ultrafiltrem w I zawierajacym wszyst-
kie zbiory koskonczone (taki ultrafiltr istnieje). Wtedy Hp F,/F jest ciatem
charakterystyki 0.

Twierdzenie. Niech C bedzie klasq modeli. Klasa C jest aksjomatyzowal-
na wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest zamknieta na elementarng réwnowaznosc i
ultraprodukty. [

Twierdzenie. Nastepujgce zdania sq rownowazne.

(a) Klasa TP jest skoriczenie aksjomatyzowalna w Alg®.

(b) Klasa WP jest aksjomatyzowalna.

(c) Zbior Wi, jest domkniety w algy (d) dla kazdego ciata K charakterystyki
p.

Dowdd. Réwnowaznosé warunkéw (a) i (b) jest tatwa. Implikacje (a) = (c)
pokazalismy. Udowodnimy teraz, ze warunek (c) implikuje (b).
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Wiemy, ze klasa WP jest zamknigta na elementarng rownowaznosé, gdyz
klasa TP jest zamknigta na elementarng rownowaznosé. Trzeba pokazac,
ze klasa WP jest zamknieta na ultraprodukty. Latwo jest pokazac¢, ze jesli
(K, R) € WP, to ultrapotega (K, R)! /F tez nalezy do WP.

Niech K bedzie cialem i L ultrapotega ciata F. Niech A : K — L
bedzie diagonalnym wtozeniem. Odwzorowanie A indukuje odwzorowanie
K" — L™, ktore tez bedziemy oznaczaé przez A. Dla uktadu punktow z; =
(Tin, - Tin) € K™, i € I, mamy punkt (z;)” = ((zi1)7, ..., (zin)") € L™

Niech 7 bedzie uktadem statych strukturalnych dla (K, R). Wtedy staty-
mi strukturalnymi ultrapotegi (K, R)! sa A(7). Podobnie, gdy mamy modele
(K, R;), i € I, ze statymi strukturalnymi ~;, to stalymi strukturalnymi ul-
traproduktu (L, []; Ri/F) sa (v:)”.

Trzeba pokazaé, ze gdy wszystkie modele (K, R") € WP sy dzikie, to
(L, [L; Ri/F) € WP. Réwnowaznie musimy pokaza¢, ze gdy v; € Wk, 1 € I,
to (7;)" € Wr. Wiemy, ze A(y;) € Wy, dla kazdego i € I. Wystarczy zatem
pokazaé, ze jesli V jest podzbiorem domknietym w L™ oraz dla ¢ € K"
mamy, ze A(x;) €V, to (z;)7 € V.

Przypu$émy, ze wielomian H € L[Xi,...,X,] znika na V. Wiemy, ze
H = (H;)” dla pewnych wielomianéw H; o wspoétczynnikach w ciele K.
Mozemy przy tym zatozy¢, ze istnieje wspolne ograniczenie r na stopnie wie-
lomianéw H;, i € I. Dla ustalonego j € I mamy 0 = H(A(z;)) = (H;(x;))7,
skad H'(xz;) = 0 dla ¢ € U; € F. Zauwazmy, ze x; mozemy traktowaé ja-
ko funkcjonat liniowy na przestrzeni wielomianow stopnia co najwyzej r o
wspotezynnikach w K. Poniewaz ta przestrzen jest skonczenie wymiarowa,
wiec istnieje podzbior skonczony Iy C I taki, ze (x; | j € I) = (x; | j € Iy).
Wtedy H;(x;) = 0 dla wszystkich j € I wtedy i tylko wtedy, gdy H;(z;) =0
dla j € Jy. Otrzymujemy stad, ze dla kazdego j € I mamy, ze H;(z;) = 0 dla
1€ ﬂjelo U;. Poniewaz F jest ultrafiltrem , wigc ﬂjelo U, nalezy do F. Stad

H'(z;) = 0 dla F-prawie wszystkich i, skad 0 = (H;(x;))”) = H((z;)"). O

Niech Q bedzie klasg algebr kwaziodwroconych. Klasa Q jest aksjomaty-
zowalna.

Twierdzenie (Skowronski). Algebra kwaziodwrécona jest oswojona wtedy i
tylko wtedy, gdy jej forma Titsa jest stabo nieujemna.

Whiosek. Klasa oswojonych algebr kwaziodwréoconych jest skonczenie aksjo-
matyzowalna w klasie algebr kwaziodwroconych.

Dowdd opiera si¢ na obserwacji, ze warunek stabej nieujemnosci formy
Titsa mozna zapisa¢ przy pomocy skonczonej ilosci formut. Konsekwencja
powyzszego wniosku jest fakt, ze zbiér (Q N T)x jest otwarty w Qp, oraz,
ze gdy v € WQ)k, to v € Wk.



