O poltniezmiennikach kotczandéw z relacjami
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19 grudnia 2000 roku i 16 stycznia 2001 roku

Niech @ = (Qo, Q1) bedzie lokalnie skonczonym kotczanem bez zoriento-
wanych cykli i k& ustalonym ciatem algebraicznie domknietym charakterysty-
ki 0. Dla wektora wymiaru d € Z? (d, > 0 dla kazdego x oraz suppd :=
{z € Qo | d # 0} jest skonczony) przez Z(Q,d) oznaczaé¢ bedziemy rozma-
itos¢ reprezentacji kotczanu ) o wektorze wymiaru d zdefiniowang wzorem
Z(Q,d) = [l,eq, Hom(k%, k%), gdzie dla kazdej strzatki a € Q1 przez
ta oznaczamy jej poczatek, zas przez ha jej koniec. Na rozmaitosci Z(Q, d)
dziata w naturalny sposob grupa G(d) := [[,, GL(d,). Dziatanie to indu-
kuje dzialanie grupy G(d) na pierscieniu wspotrzednych k[Z(Q), d)] rozmaito-
Sci Z(Q,d). Mamy tez dzialanie podgrupy G'(d) := [[,cq, SL(d:) C G(d).
Pierécient k[R(Q, d)]% @ funkcji stalych ze wzgledu na dziatanie grupy G'(d)
nazywaé bedziemy pierécieniem péiniezmiennikow i oznaczaé SI(Q, d).

Twierdzenie (Skowronski-Weyman). Kolczan Q) jest oswojonego typu re-
prezentacyjnego wtedy i tylko wtedy, gdy SI(Q,d) jest zupelnym przekrojem
dla kazdego wektora wymiaru d.

Rozwazmy kolczan ograniczony (@, I). Mozemy zdefiniowaé rozmaito$é
Z(Q, 1,d) reprezentacji kolczanu @) spetniajacych relacje z I o wektorze wy-
miaru d. Zbiér Z(Q, I,d) jest domknieta podrozmaitoscia w Z(Q, d).

Dla kolezanu 1 % 2 2 3 ograniczonego przez ideat I = (ba) i dla wektora
wymiaru d = (1,1,1) rozmaito$¢ Z(Q, I,d) jest suma dwoch sktadowych
opisanych przez réwnania a = 01 b = 0. W ogdlnym przypadku sktadowe
rozmaitosci Z(Q, I, d) sa opisane przez maksymalne pary r = (r,,7,) takie,
728 Tq +1p < do, o < dy, 1y < dy. Liczby 1, i 7, opisuja rangi odwzorowan
stowarzyszonych ze strzatkami a i b odpowiednio.

Ustalmy sktadowa nieprzywiedlnag X stowarzyszona z para (74, 75). Desin-
gularyzacje Z tej sktadowej nieprzywiedlnej otrzymujemy rozpatrujac flagi
0 C R C Ry C k%, gdzie dimy, Ry = 7., dimy, Ry = dy — 13, i odwzorowania
fo i kB — k%4 fy 0 k% — k% takie, ze Im f, C Ry i Ker f, D R,. Rozma-
itos¢ Z jest wiazka liniowa nad przestrzenig odpowiednich flag. Zauwazmy,
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ze rozmaitos¢ flag jest postaci G/ P dla G = GL(dy) i pewnej podgrupy para-
bolicznej P. Twierdzenie Botta pozwala nam wyliczy¢ k[X]|. Otrzymujemy,
ze k[X] = @, , Sa(k")" @ Sxj—uyk® @ S,k%, gdzie \ i p zaleza od pary
(TayTp)-

Niech (@, I) bedzie galezia z relacjami. Rozmaitosé Z(Q,1,d) jest pro-
duktem rozmaitosci rozwazanych w poprzednim przyktadzie. Zatem pierscien
wspotrzednych tej rozmaitosci jest iloczynem tensorowym pierscieni opisa-
nych powyzej. Korzystajac z reguty Littlewooda—Richardsona mozna opisac
pOhiezmienniki.

Ustalmy niezorientowana drogi 6 w (). Niech ¢y, ..., dx beda kolejnymi
maksymalnymi odcinkami drogi ¢ zgodnie zorientowanymi. Oznaczmy po-
czatek drogi d; przez i;_1, za$ jej koniec przez i;. Zaldézmy przy tym, ze
diy +diy + -+ = diy +diy + -+ -. Wtedy dla kazdego V' € Z(Q, I,d) mamy
odwzorowanie liniowe pomiedzy kg, +d;, -+, & kiatdis+ indukowane przez
reprezentacje V. Poniewaz powyzsze przestrzenie s tego samego wymiaru,
wiec mozemy policzy¢ wyznacznik tego odwzorowania. Traktujac ten wy-
znacznik jako funkcje do V' otrzymujemy poéiniezmiennik. Wybierajac odpo-
wiednie drogi (zalezne od skladowej i speliajace warunek elementarnosci)
otrzymujemy, ze stowarzyszone z nimi poiniezmienniki sg wolnymi generato-
rami pierécienia péiiezmiennikéw dla danej sktadowej nieprzywiedlne;.

Rozwazmy kotczan () postaci
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rozwazamy funkcje §; = det(V(aq)V(a)), 92 = det(V(a3)V(aw)), 93 =
det(V(a1)+V(ag)) 104 := det(V(as)+V(aq)). Mamy relacje 9105 — 0394 = 0.
Mozna pokazac, ze sg to potniezmienniki generujace algebre pétniezmienni-
kéw. Wiecej, mamy SI(Q, I,d) ~ K[y, 0a, 03, 04] /(0109 — 0304).



Rozwazmy kotczan () postaci
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ograniczony przez relacje asay, g, agay i azas. Dla wektora wymiaru d =
n n

229, niech X bedzie sktadows rozmaitosci R(Q, d) opisang przez réwnania

rk V(a;) < n dla kazdego i. Rozwazmy funkcje

51(V) 1= det(Vy @ Vo — V),
5o(V) := det(Vy — Vi)

55(V) := det(Vs — Vi),

5,(V) = det(Vs — Vi @ V),
55(V) i= det(Vy @ Vs — V),
56(V) := det(Vy — Vi),

5:(V) = det(Va @ Vs — Vi & Vi),
5s(V) = det(Vs — Vi @ Vi),

Mamy réwnosci 54(55—(5366 = O, (5157—(52(55 = 0, 5256_6168 = O, 6855_5766 = 0,
0407 —0308 = 0. Zauwazmy, ze lewe strony powyzszych réwnosci sg pfaffianami
nastepujacej macierzy

0 —ds —07 —d02 O
58 0 0 —54 —(56
(57 0 0 —(53 —(55
52 (54 (53 0 —51
0 d 65 6 0

Wykorzystujac powyzsze obserwacje mozna pokazaé, ze pierscien SI(X) jest
izomorficzny z pierécieniem K|[dq,--- ,ds] podzielony przez ideal generowany
przez powyzsze relacje. W szczegdlnosci pierscien ten nie jest zupelym prze-
krojem. W obu powyzszych przypadkach korzystamy z szeregéw Poincare’a.

Niech @) bedzie kotczanem bez zorientowanych cykli i V' nierozktadal-
ng reprezentacja kotczan Q. Definiujemy ¥ (W) := det(Homgq (P, W) —
Hompgqg (P, W)), gdzie 0 — P, — Py — V — 0 jest rezolwentg projektywna
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modutu V. Derksen-Weyman pokazali, ze pétniezmienniki ¢" zdefiniowane
przez Schoefield generuja pierécien poiniezmiennikow.

Ustalmy kotczan (Q, I). Wtedy R(Q, I, d) jest podrozmaitoscia w R(Q, d).
Mamy odwzorowanie pierscieni wspotrzednych K[R(Q,d)] — K[R(Q,1,d)],
ktore jest epimorfizmem. To odwzorowanie indukuje epimorfizm na pierscie-
niach pétiezmiennikéw. Obrazy péiniezmiennikéw ¢¥ generujg pierécien pot-
niezmiennikéw SI(Q, d).

Ustalmy W € R(Q,1,d) iV € R(Q,d). Rozwazmy standardowa rezol-
wente 0 - P, — Py — V — 0 modutu V, gdzie P, := ®zer Ve ® Py, za$
P, = @xHyVy ® P,. Wtedy, ze det(Hompq(FPy, W) — Hompgq (P, W)) =
det(HomKQ/I(Pé,W) — HOHlKQ/](P{,W)), gdzie Pi, = R &® ]{]Q/I Za-
uwazmy, ze Pl — P, — V' — 0 jest prezentacja projektywnag modutu
V=VeKQ/I



