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Niech R bedzie pierscieniem z 1. Przez moduty bedziemy rozumie¢ pra-
we R-moduly unitarne. R-modul M bedziemy nazywaé¢ ptaskim, jesli dla
dowolnego monomorfizmu v : X — Y lewych R-modutéow indukowane od-
wzorowanie M @ u : M ® X — M ® Y jest monomorfizmem. Wszystkie
moduty projektywne sg ptaskie. Przyktadem modutu ptaskiego, ktoéry nie
jest projektywny jest Z-modult Q.

Zatézmy, ze R bedzie dziedzina. Jesli dla kazdego d # 01 ¢ € R istnieja a i
bw R takie, ze ad = bc, to R nazywamy obszarem Ore. W tej sytuacji istnieje
pierscien lewych utamkéw Ry pierécienia R i jest on ptaskim R-modutem.

Jesli R jest pierscieniem przemiennym i p jest ideatem pierwszym, to R,
jest ptaskim R-modutem.

Twierdzenie. Niech R bedzie pierscieniem. Nastepujgce warunki sqg rowno-
wazne.

(a) Kazdy prawy R-modul jest plaski.

(b) R jest reqularny w sensie von Neumanna, tzn dla kaZdego r € R istnieje
s € R takie, Ze r = rsr.

(¢) Kazdy prawy ideal I C R jest generowany przez idempotent.

Twierdzenie. Niech R bedzie pierscieniem ¢ M R-modutem. Nastepujgce
warunki sq rownowazne.

(a) M jest plaski.
(b) Torf(M,—) =0.

(c) Istnieje system prosty { Ps, hos} moduléw projektywnych skonczenie ge-
nerowanych taki, ze M ~ liﬂ{Pg, haog}-

(d) Lewy R-modut charakteréw M+ = Homgz(M,Q/Z) jest injektywny.



Funktor (=)™ : Mod R — Mod R° jest wierny i dokladny. Ponadto
Hompgr(M, Xt) = (M @ X)*.

Niech & C Mod R bedzie pelng podkategorig addytywng zamknieta na
sumy i sktadniki proste. 2 -aproksymacja modulu M nazywamy (epimor-
fizm) e : X — M taki, ze X € 2 i dla kazdego homomorfizmu f : X' — M
takiego, ze X' € 2 istnieje [’ : X' — X taki, ze f = uf’. Powyzsza 2 -
aproksymacje nazwiemy minimalna (2 -nakryciem), jesli dodatkowo kazde
odwzorowanie g : X — X takie, ze ¢ = g, jest izomorfizmem. Dualnie dla
podkategorii 2~ C Mod R zamknietej na produkty i sktadniki proste mozna
zdefiniowaé¢ 2 -koaproksymacje i 2 -konakrycia.

Jesli 2 jest kategoria R-modutéw injektywnych, to 2 -konakryciem R-
modutu M jest jego powtoka injektywna. W 1953 Eckman i Schopf pokazali,
ze kazdy modut posiada powloke injektywna.

Jesli 2 jest kategorig R-modutéow projektywnych, to 2 -nakryciem R-
modutu M jest jego nakrycie projektywne.

Wiadomo, ze Z-modut Z, nie posiada projektywnego nakrycia. Istotnie
przypusémy, ze takie nakrycie € : P — Zs istnieje. Wiadomo, ze P jest sktad-
nikiem prostym moduty wolnego F'. Ustalmy taki sktadnik prosty Z modutu
F| ze e|z # 0. Istnieje takie odwzorowanie g : P — P, ktére faktoryzuje sie
przez Z i eg = €. Stad P ~ 7Z z minimalnosci €. Mamy jednak, ze odwzoro-
wanie m : Z — 7 polegajace na mnozeniu przez 3 nie jest izomorfizmem i
em = ¢, co prowadzi do sprzecznosci.

Twierdzenie (Bass, 1960). Niech R bedzie pierscieniem. Nastepujgce wa-
runki sq rownowazne.

(a) Kazdy skonczenie generowany prawy R-modul posiada projektywne na-
krycie.

(b) R/J(R) jest pdlprosty i idempotenty z R/J(R) mozina podnosi¢ do
tdempotentow w R.

() R~etR®--- @ eyR, gdzie ;R sq nierozkladalne, e; = €3 oraz e;Re;
jest lokalny dla dowolnego 7 =1,...,n.

(d) Kazdy skoriczenie generowany lewy R-modul posiada projektywne na-
krycie.

Pierscienie opisane w powyzszym twierdzeniu nazywamy pétdoskonaty-
mi. Przykladem pierécienia pétdoskonatego, ktory nie jest artinowski, jest
pierscien R postaci



Twierdzenie (Bass, 1960). Niech R bedzie pierscieniem. Nastepujgce wa-
runki sq rownowazne.

(a) Kazdy prawy R-modul posiada projektywne nakrycie.
(b) Kazdy prawy plaski R-modut jest projektywny.

(¢c) R/J(R) jest potprosty oraz J(R) jest prawostronnie T-nilpotenty, tzn.
dla kazdego ciggu 11, 19, ..., elementow J(R) mamy rmry—1 -1 =0
dla pewnego m.

(d) R jest lewostronnie artinowski ze wzgledu na skonczenie generowane
1deaty.

Pierscienie opisane w powyzszym twierdzeniu nazywamy prawostronnie
doskonatymi. W szczegdlnodci, jesli R/J(R) jest pétprosty oraz J(R)™ = 0
dla pewnego m, to R jest lewo-prawo doskonaty.

Modut X nazywamy skonczenie przedstawialnym, jesli istnieje epimorfizm
e: P — X taki, ze P jest skonczenie generowanym projektywnym modutem
i Kere jest skonczenie generowany.

Twierdzenie (Oberst—Schneider, 1971). Nastepujace warunki sq réwnowaz-
ne.

(a) Kazdy prawy skonczenie przedstawialny R-modul posiada nakrycie pro-
jektywne.

(b) R/J(R) jest reqularny w sensie von Neumanna i idempotenty z R/ J(R)
mozna podnies¢ do idempotentow w R.

(¢) Kazdy lewy skonczenie przedstawialny R-modul posiada nakrycie pro-
jektywne.

Pierscienie opisane w powyzszym twierdzeniu nazywamy fp-potdoskona-
tymi. Pojawita sie hipoteza Enochsa gloszaca, ze kazdy prawy R-modul po-
siada nakrycie ptaskie. Hipoteza ta zostala udowodniona przez Enochsa oraz
niezaleznie przez Eklofa i Trlifaja w 1999 roku.

Niech R bedzie kategorig serwantnie injektywnych prawych R-modu-
Iow. Niech A = |R| + ¥y. Kladziemy .#j = {Z € ModR | Extp(Z,1) =
0,1 € #R}.

Lemat (Kielpinski). Kaidy modut M € #7 ma postaé sumy cigglej M =
qu M, gdzie My C My C --- C M, kazde M jest serwantnym podmodutem
M, M; =U_,, jesli T jest liczbq granicznag, oraz [Mey1/Me| < A.

Wykorzystujac teorie odwracania mozna pokazaé, ze kazdy modut posia-
da .#x-minimalng aproksymacje. Nastepnie pokazujemy, ze .#j jest kate-
gorig modutéw ptaskich, co konczy dowod.



