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Niech K bedzie ustalonym cialem. Je$li A jest skonczenie wymiarowa
taczng K-algebra z 1, to przez mod A oznaczaé bedziemy kategorie skon-
czenie wymiarowych prawych A-modutéw. Niech & bedzie ideatem dwu-
stronnym w mod A ztozonym z morfizméw faktoryzujacych sie przez moduty
projektywne. Kategorie ilorazowag mod A := mod A/ bedziemy nazywaé
kategorig stabilng kategorii mod A. Dwie algebry A i B nazywamy stabilnie
rownowaznymi, jesli kategorie mod A i mod B sg rownowazne.

Twierdzenie (Rickard). Niech A i B bedg algebrami samoinjektywnymi po-
chodnie rownowaznymi. Wtedy istniejg bimoduty gMa 1 ANp takie, zZe funk-
tory — @4 N : modA — modB i — ®g M : mod B — mod A indukujg
wzajemnie odwrotne rownowaznosci kategorit mod A ¢ mod B.

Powiemy, ze dwie algebry A i B sa stabilnie réwnowazne typu Mority,
jesli istniejg bimoduty 4 Ng i gM 4 takie, ze:

(1) M i N sa projektywnymi lewymi i projektywnymi prawymi modutami,

(2) M ®4 N ~ Ba&1I jako B-B-bimodul dla pewnego projektywnego B-
B-bimodutu II,

(3) N®p M ~ A@II' jako A-A-bimodul dla pewnego projektywnego A-
A-bimodutu IT'.

W naszych rozwazaniach mozemy dodatkowo zatozy¢, ze M i N nie sg
projektywnymi bimodutami i sa skonczenie wymiarowe. Ponadto wiadomo,
ze stabilna réwnowaznos¢ typu Mority jest rownowaznoscia Mority wtedy i
tylko wtedy, gdy przeprowadza moduty proste w moduty proste. Naturalnym
problemami zwigzanym z zagadnieniem stabilnej réwnowaznosci typu Mori-
ty sa proba opisania nierozktadalnych lewo-prawo projektywnych bimodutéw
oraz zrozumienie roli jakg odgrywa kategoria lewo-prawo projektywnych bi-
modutow.



Przypomnijmy, ze A-B-bimoduly mozemy utozsamiaé z B ®x A°P-mo-
dutami. Przyktadem A-A-bimodutu, ktéry na ogoét nie jest projektywny, ale
jest lewo-prawo projektywny, jest bimodut 4 A 4. Zauwazy, ze jesli algebry A
i B sa samoinjektywne, to algebra B ®x A°P jest tez samoinjektywna.

Niech Irp A® oznacza pelna podkategorie w mod A® ztozona z obiektow
lewo-prawo projektywnych, gdzie A° = A ®g A°P. Przez lrp A oznaczaé
bedziemy kategorie stabilna kategorii Irp A€, ktéra jest podkategoria kategorii
mod A°.

Twierdzenie. Niech A i B bedg skonczenie wymiarowymi K -algebrami. Na-
stepujgce warunki sg rownowazne.

(1) A i B sq stabilnie réwnowazne typu Mority.

(2) Istnieje réwnowaznosélrp A° ~ lrp B¢ o pewnych wlasnosciach (zadana
przez funktor pMa ® 4 — ®4 Np).

Twierdzenie. Niech A i B bedg samoinjektywnymi K-algebrami, z ktorych
co nagmniej jedna nie jest potprosta. Niech € bedzie skiadowq w kolczanie
Auslandera—Reiten I g, ao0. Nastepujgce warunki sq¢ réwnowazne.

(1) Istnieje wierzcholek sktadowej €, ktory jest lewo-prawo projektywny i
nie jest projektywny.

(2) Kazdy wierzcholek sktadowej € jest lewo-prawo projektywny.

Niech A i B bedg tréjkatnymi algebrami Nakayamy. Zatézmy tez, ze ciato
K jest algebraicznie domknigte. Wiemy, ze A ~ KQ/I i B ~ KQ'/I', gdzie
RQ=s—>s—1—>--—>23lorazQ=t—>t—1—---—2—1. Wtedy
B ® A® ~ KQ/I, gdzie Q jest kolczanem, ktérego wierzchotki sg postaci
(i,7), i« = 1,...,t, j = 1,...,s, za$ strzalki sa postaci (i,7) — (i,7 + 1)
oraz (i,j) — (i — 1,7). Ideat T jest generowany przez Q) x I°P, I' x @y oraz
przemienno$¢ kwadratow
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Lemat. Niech A @ B bedg skonczenie wymiarowymi K-algebrami i« M B-
modutem. Wtedy mamy izomorfizm
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Dzieki powyzszemu izomorfizmowi mozemy utozsamia¢ X € mod A z ukta-
dem X = (A X', 4XE ¢+ X' ®@x M — X"), gdzie ¢ jest odwzorowaniem
A-B-bimodutow.

Lemat. Niech X = (X', X", ) bedzie skonczenie wymiarowym lewo-prawo
projektywnym A-modutem. Wiedy X' i X" sq lewymi A-modutami projektyw-
nYyma.

Okazuje sig, ze w ogodlnej sytuacji nie mozna opisa¢ wszystkich lewo-
prawo projektywnych A-B-bimodutéw. Skonczenie wymiarowy nierozktadal-
ny lewo-prawo projektywny A-B-bimodut X nazywamy lewostronnie quasi-
odwracalnym, jesli Homy (X, A) ®4 X ~ B @Il jako B-B-bimodut dla pew-
nego projektywnego B-B-bimodutu II.

Lemat. Niech X = (X', X", ) bedzie skonczenie wymiarowym lewo-prawo
projektywnym A-modutem. Jesli X jest lewostronnie quasi-odwracalny, to X"
jest lewostronnie quasi-odwracalnym A-B-bimodutem, Homa (X" A) @4 X'
jest izomorficzny z sumgq prostq pewnej ilosci kopii D(M) i lewego projek-
tywnego B-modutu, zas Homa (X', A) @4 X" jest izomorficzny z suma prostq
pewnej ilosci kopit M i prawego projektywnego B-modutu.

Lemat. Niech A i B bedg trojkatnymi algebrami Nakayamy. Jesli X jest le-
wostronnie quasi-odwracalnym A-B-bimodutem, to (dim X), < 1 dla kazdego
wierzchotka x. Ponadto supp X spetnia nastepujgce warunki:

(1) jesli (i,7) € supp X orazi > 1, to (i —1,7) € supp X;
(2) jesli (i,7) € supp X, toi < j;
(3) (4,7) € supp X.

Twierdzenie. Niech A i B bedg trojkgtnymi algebrami Nakayamy. Istnieje
co najwyzej skonczenie wiele parami nieizomorficznych lewostronnie quasi-
odwracalnych A-B-bimodutow.



