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(1) The cancellation problem (problem o skracaniu). Niech V' bedzie
rozmaitoécig afiniczng taka, ze V x k ~ k. Czy V ~ k"~ 1?

(2) The embedding problem (problem o zanurzaniu). Niech f : k —
k™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym. Czy istnieje automorfizm
wielomianowy o : k™ — k™ taki, ze (o f)(z) = («,0,...,0)?

(3) 14. problem Hilberta. Rozwazmy ciato k C L C k(X1,..., X,,). Czy
pierscien LNKE[X, ..., X,] jest skoniczenie generowany jako k-algebra?

(4) Hipoteza Serre’a. Czy kazdy skoriczenie generowany modul projek-
tywny nad pierscieniem wielomiandéw nad ciatem jest wolny? Hipoteza
ta znalazta swoja pozytywng odpowiedz.

(5) Slice problem (problem o istnieniu przekroju). Czy dla réznicz-
kowania d pierécienia wielomianéw R takiego, ze ideal generowany przez
d(R) jest rowny R, istnieje element s € R taki, ze d(s) = 17

(6) Hipoteza jakobianowa. Czy kazde odwzorowanie wielomianowe f :
k™ — k", ktorego jakobian jest niezerowa stala, jest wielomianowym
automorfizmem?

(7) The linearization problem (problem o linearyzowalnosci). Czy
dla automorfizmu wielomianowego f : k" — k™ takiego, ze f™ = Id dla
pewnego m, istnieje automorfizm wielomianowy o : k™ — k™ taki, ze
ofo~! jest liniowe.

(8) The coordinate problem (problem o zmiennej). Wielomian f €
k[X1,...,X,] nazywamy zmienna, jesli istnieja wielomiany go, ..., g, €
k[X1,...,X,] takie, ze k[f,g2,...,9.] = k[X1, ..., X,]. Opisaé wielo-
miany bedace zmiennymi.



(9) Tame generator conjecture (problem o oswojonych automor-
fizmach). Czy kazdy automorfizm wielomianowy f : k™ — k™ jest
ztozeniem automorfizméw elementarnych?

Niech A bedzie pierécieniem (przemiennym z 1), majacym strukture alge-
bry nad pierscieniem przemiennym k. Rézniczkowaniem nazywamy k-liniowe
odwzorowanie d : A — A takie, ze d(ab) = ad(b) + d(a)b dla a,b € A. Pod-
pierscien B C A nazywamy d-stabilnym, jesli d~!(B) C B. Przekr6j Nil(d)
wszystkich d-stabilnych podpierscieni jest réwny {a € A | a™ = 0,n € N}.
Na przyktad, jesli w pierécieniu C*°(R) okreslimy rézniczkowanie d wzorem
d := <, to Nil(d) = R[t]. Rézniczkowanie d nazywamy lokalnie nilpotentnym,
jesli A = Nil(d). Przez A¢ oznaczaé bedziemy Ker d.

Niech A bedzie przemienng k-algebra z lokalnie nilpotentnym rézniczko-
waniem d, przy czym Q C k. Jedli element s € A jest taki, ze d(s) = 1, to
mowimy, ze s jest przekrojem roézniczkowania d. Jesli rézniczkowanie d ma
przekréj s, to s jest algebraicznie niezalezne nad AZ.

Twierdzenie. Jesli rézniczkowanie d ma przekrdj s, to A = A[s] oraz d =
a

Dla ustalonego b € A mamy homomorfizm o, : A — A dany wzorem
op(x) == 0%, %(_b)pdp(x), Wtedy d(op(z)) = (1 — d(b))op(z). W szczegdl-
nodci, gdy s jest przekrojem, to o,(A) C A% Poniewaz oy(x) = z dla z € A?
wiec mamy twierdzenie.

Twierdzenie. Jesli A = klay, ..., an), to AY = kloy(a1),...,05(am)]. Mamy
tez Ad = A/sA.

Jesli A = k[xy,...,z,), to kazde rézniczkowanie d : A — A jest postaci
d= fla%l +- 4+ fn% dla pewnych wielomianéw fi,..., f, € klxy,...,z,].

Roézniczkowanie d jest lokalnie nilpotentne wtedy i tylko wtedy, gdy z, ...,
z, € Nil(d). Dlan = 2 van den Essen pokazal, ze rézniczkowanie d : k[x, ]
k[x,y] jest lokalnie nilpotentne wtedy i tylko wtedy, gdy d™?(x) = 0 =
d™?(y) dla m = max(deg, d(z), deg, d(z), deg, d(y), deg, d(y)).

Rozwazmy rézniczkowanie pierscienia k[x,y| dane wzorami d(z) = 1
i d(y) == x. Mamy, ze y — 32° € klz,y]%, skad k[z,y]? = kly — 32%] i
klz,y] = kly — 32%)[z] = k[z,y — 12?]. Podobnie dla piericienia k[z,y, 2]
i rézniczkowania d takiego, ze d(z) := 1, d(y) := x i d(z) := y mamy
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klz,y, 2" = k[f, g], gdzie f:=y — 3% oraz g := z — xy + %13.

Twierdzenie (Miyanishi, 1985, Daigh, 1997). Jesli k jest ciatem charaktery-
styki 0 1 d jest lokalnie nilpotentnym niezerowym rézniczkowaniem pierscie-
nia k[z,y, z], to istniejg algebraicznie niezalezne wielomiany f,qg € klz,y, 2]
takie, ze klz,y, z]¢ = k[f, g].



Niech v(d) bedzie minimalng liczbg generatoréw pierscienia A, gdy A :=
klxy,...,xz,] jest pierScieniem wielomianéw nad ciatem kid : A — A r6znicz-
kowaniem. Wiadomo, ze gdy n = 2, to y(d) < 1. Dlan < 3 mamy v(d) < oc.
Nowicki i Strelcyn pokazali, ze jesli n > 3, to dla kazdego m istnieje lokalnie
skoniczone rézniczkowanie d takie, ze y(d) = m. Jesli rézniczkowanie d jest
lokalnie nilpotentne i n = 3, to y(d) = 2. Daigle i Freidenburg pokazali,
ze gdy n = 4, to dla kazdego m > 3 istnieje takie rézniczkowanie lokalnie
nilpotentne, ze y(d) = m lub y(d) = m + 1.

Daigle i Freidenburg podali tez nastepujacy przyktad. Niech d : A —
A bedzie rézniczkowaniem pierécienia A := kla,b, z,y, 2] danym wzorami
d(a) := 0 =: d(b), d(z) := a?, d(y) := ax + b i d(z) := y. Wtedy pierscien
A? nie jest jest skoniczenie generowany. Zauwazmy, ze d jest liniowym roéz-
niczkowaniem pierscienia R|x,y, z|, gdzie R = kla,b]. Wiadomo natomiast,
ze pierscien stalych liniowego rézniczkowania pierécienia wielomiandéw nad
ciatem jest skonczenie generowany.

Twierdzenie (Berson, 1999). Jesli R jest dziedzing z jednoznacznoscig roz-

kltadu i d : A — A jest niezerowym rézniczkowaniem dla A := R[x,y], to
Rlz,y|* = R[f].
Jesli R := C[t?,#] i d jest rézniczkowaniem pierécienia R[z,y] danym

wzorem d(z) := 3 i d(y) := 1%, to R[x,y|? nie jest skoficzenie generowany.
Gdy R := C[T]/(T?) oraz d : R[z] — R|z] jest dane wzorem d(z) := tx, to
R[z]? = R[tz, ta? ta3,. . ].

Niech R bedzie Q-algebra oraz R := R[X] := R[x1,...,z,]. Problem
o skracaniu mozna sformutowaé nastepujaco: czy R[X]? ~ RI" gdzie d
R[X] — R[X] jest lokalnie nilpotentnym rézniczkowaniem z przekrojem s?
Zauwazmy, ze gdy d := 3%, to R[X]? ~ R"7'. Jesli o : R[X] — R[X] jest

R-automorfizmem, to o aa

70*1 tez ma powyzsza wlasnosc.
Niech R bedzie Q-algebra i d lokalnie nilpotentnym rézniczkowaniem pier-
écienia R[X] z przekrojem s. Wtedy R[X]? ~ RI"~U wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje R-automorfizm o : R[X] — R[X] taki, ze 0~ 'do = 2. Istotnie, je-

oxr1*
i RIX)® = Rlya,...,yn], to R[X] = R[s,ys,...,ys] i okreslamy o wzorem
o(x1) = s, o(x;) = yi, i = 2,...,n. Zatem powyzszy problem mozna sfor-
multowaé nastepujaco: czy istnieje R-automorfizm o : R[X| — R[X] taki, ze
odo™! = 8%1?



