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Dla pierscienia R przez Mod R oznaczaé¢ bedziemy kategori¢ prawych R-
modutéw, zas przez mod R kategorie prawych skonczenie generowanych R-
modutow.

Przypomnijmy, ze jednym z przedmiotow badan w teorii reprezentacji
grup sa kohomologie grupy o G wspoétczynnikach w danym K G-module M,
zdefiniowane jako H"(G, M) = Extl (K, M), gdzie M jest KG-modultem.
Interesujacy jest tez pierscien kohomologii H*(G, K) = @,-, H"(G, K), kto-
ry ma dodatkowo strukture K G-modutu, a takze przestrzen Extl (M, N) =
D,~o Extlo(M, N) bedaca H*(G, K)-modutem.

Kategoria Mod KG jest na ogét skomplikowana. Wiadomo, ze jedli cha-
rakterystyka ciata K nie dzieli rzedu grupy G, to algebra K G jest potprosta i
kazdy K G-modutl jest sumg prosta prostych modutéw. Gdy charakterystyka
p ciala K dzieli |G|, ale p-podgrupa Sylowa grupy G jest cykliczna, to algebra
K@ jest skonczonego typu reprezentacyjnego i kazdy KG-modul jest sumag
prosta skonczenie wymiarowych nierozktadalnych modutow.

Gdy zaden z powyzszych warunkéw nie jest spetniony, to algebra KG
jest nieskonczonego typu reprezentacyjnego. W tym przypadku kategoria
Mod K G jest skomplikowana, w tym sensie, ze istnieja moduty patologiczne.
Na przyktad istnieje modut M taki, ze M ~ M & M ® M, ale M % M & M.
Ponadto istnieja moduty M i N takie, ze M %2 N,ale M & M ~ N & N, a
takze moduty M i N takie, ze M % N, ale M jest izomorficzne ze sktadni-
kiem prostym modutu N oraz N jest izomorficzne ze sktadnikiem prostym
modutu M. Mozna tez pokazaé, ze dla kazdej liczby kardynalnej A istnieje
modut nierozktadalny mocy wiekszej niz A.

Istnieje wiele otwartych probleméw dotyczacych kohomologii. Jednym z
nich jest pytanie dla jakich modutéw zachodzi nieréwnosé dimy H*(G, M) <
2(3). Interesujace jest tez zagadnienie, czy istnieje n > 1 takie, ze jesli
HI(G,Z) =0, j < n, to G = {e}. Wazne sa konstrukcje ,dobrych” rezol-
went projektywnych dla K G-modutéw M oraz problem, kiedy K G-modut o
pewnych wtasnosciach jest projektywny.



Kazdemu K G-modulowi M mozna przyporzadkowaé rozmaitosé V4 (M).
Wiadomo, ze dim VZA(M) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy modut M jest pro-
jektywny, oraz dim V5 < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy minimalna rezolwenta
projektywna modutu M jest periodyczna, tzn. od pewnego miejsca sie po-
wtarza.

Niech R bedzie pierécieniem. Modut M jest ptaski wtedy i tylko wtedy,
gdy Torf(M, N) = 0, tzn. dla dowolnego ciggu doktadnego 0 — N — L ciag
0=+ M®rN — M ®gL jest doktadny. Réwnowaznie mozna powiedzie¢, ze
M = hﬂ 5{F 3, ha~}, gdzie moduty Fj; sa wolne i skoniczenie generowane. Dla
dowodu rozwazmy ciag 0 - K — F' — M — 0, gdzie F' jest wolnym modu-
tem. Mozna pokazac, ze dla dowolnego skonczenie generowanego podmodutu
L C K istnieje skoniczenie generowany sktadnik prosty Fp modutu F' oraz
homomorfizm ¢, : F;, — K taki, ze p(z) = = dla 2 € L. Tworzymy system
(Fr,hrn) gdzie L przebiega wszystkie skofczenie generowane podmoduly
modutu K. Jedli Im ¢, C N, to definiujemy hy y(z) = = — ¢r(z). Wiadomo,
ze kazdy modut projektywny jest ptaski.

Modut jest M nazywamy 1-periodycznym, jesli istnieje ciag doktadny
postaci

0O0—-M-—=P—=>M=0

dla pewnego modutu projektywnego P. Pokazemy, Ze nie istnieja nieprojek-
tywne 1-periodyczne moduty ptaskie. Stad wynika, ze jesli M jest ptaskim
RG-modutem, ktory jest projektywny jako R-modul, to M jest projektyw-
nym RG-modutem. Istotnie przypusémy, ze M jest ptaskim RG-modutem i
rozwazmy rezolwente projektywna

RN - NNy NN - NELNY Ny}
Moduty M; = Im f; sa ptaskie. Mamy ciag R-modutéw
0—-R—>RG—R—O0,

gdzie u(l) = > 9. Wtedy R jest projektywnym R-modutem. Mnozac
tensorowo przez M otrzymujemy ciag RG-modutow

0— My —P1—M_1—0,

gdzie My = M i modul M_; jest ptaski. Postepujac analogicznie konstruuje-
my RG-moduly ptaskie M;, ¢ < 0, oraz ciggi doktadne

0— M,y — P, — M, — 0.

Korzystajac z tej obserwacji dostajemy ciag

0P M —-Pr—-PM—o

jez jez jez
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a wiec modut P ez Mj jest 1-periodyczny, zatem projektywny.

Podobnie mozna pokazaé, ze jesli A = @ gec g Jest algebra z gradacja
taka, ze AgAp = Agy, oraz M jest ptaskim A-modutem takim, ze M jest
projektywnym A.-modutem, to M jest projektywnym A-modutem.

Przypomnijmy, ze ciagg doktadny

0—-M —-M-—>M"—0

nazywamy serwantnym, jesli dla kazdego lewego R-modutu N indukowany
ciag
0 NrM - N@pgM - NrM" =0

jest doktadny. Modut jest serwantnie projektywny, jesli jest sktadnikiem pro-
stym sumy prostej modutdow skonczenie przedstawialnych. Dowod faktu, ze
kazdy ptaski modut 1-periodyczny jest projektywny wynika z nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie. Niech M bedzie serwantnie periodycznym R-modulem, tzn.
takim, zZe istnieje serwantny cigg doktadny

O—+M-—-P,— = F—M-=0,

w ktorym wszystkie P; sq serwantnie projektywne. Wtedy M jest serwantnie
projektywny oraz powyzszy ciqg Sie rozszczepia.

Wazny jest tez nastepujacy fakt.

Twierdzenie. Jesli M = ligﬁel Ps, gdzie |I| = N,,, oraz moduly Ps sq
serwantnie projektywne, to serwantny wymiar projektywny modutu M jest

nie wigkszy niz n+1. Jesli dodatkowo zatozymy, ze moduly P sq projektywne,
topdM <n+1.

Dowodd dla n = 0 wyglada nastepujaco. Bez straty ogdélnosci mozemy
zatozy¢, ze M jest granica systemu

Pogplf—l)PQ%"'.
Mamy wtedy ciag doktadny
0-EPrsPr—m-—o,
=0 =0
gdzie u(l’o,l’l, .. ) = (Io,xl — fO(ZEQ),ZL’Q — fl(l’l), .. )

System (Mg, hs) nazywamy X,,-systemem, jesli dla kazdego uktadu in-
deksow f;, i € I, |I| <N, istnieje indeks S taki, ze §; < 5.
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Twierdzenie. Jesl cigg

jest serwantnie doktadny oraz moduly Py, ..., P, sq¢ serwantnie projektywne,
to L jest N,-sumgq skierowang N, -generowanych serwantnie projektyuwnych
podmodutow Lg. Jesli dodatkowo modut M jest plaski oraz moduly P; sq
projektywne, to podmoduly Lg sq projektywne.

Z powyzszego twierdzenia natychmiast wynika, ze jesli modut 1-perio-
dyczny M jest ptaski oraz Np-generowany, to jest projektywny.



