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Przez K oznacza¢ bedziemy ustalone cialo algebraicznie domknigte. Skon-
czenie wymiarowg algebre A nad ciatlem K bedziemy nazywac algebra Frobe-
niusa, jesli istnieje taczna i niezdegenerowana forma dwuliniowa 5 : Ax A —
K. Brauer, Nesbitt i Nakayama pokazali, ze skonczenie wymiarowa algebra A
nad ciatem K jest algebra Frobeniusa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje forma
K-liniowa ¢ : A — K taka, ze Ker ¢ nie zawiera niezerowych lewych (réwno-
waznie prawych) idealtéw, oraz wtedy i tylko wtedy, gdy prawe (réwnowaznie
lewe) A-moduty A i D(A) sa izomorficzne.

Algebre Frobeniusa A bedziemy nazywaé algebra symetryczna, jesli o
formie # mozemy zatozy¢ dodatkowo, ze jest symetryczna. Warunek ten jest
réwnowazny stwierdzeniu, ze A-A-bimoduly A i D(A) sa izomorficzne, a
takze temu, ze istnieje forma K-liniowa ¢ : A — K taka, ze Ker¢ nie
zawiera niezerowych jednostronnych ideatéw oraz p(ab) = ¢(ba),

Klasycznymi przyktadami algebr symetrycznych sa algebry grupowe oraz
trywialne rozszerzenia algebr. Algebrami Frobeniusa sa tez algebry Hopfa,
cho¢ nie muszg by¢ one symetryczne.

Algebre A nazywamy algebra samoinjektywna, jesli A jest injektywnym
prawym A-modutem. Kazda algebra Frobeniusa jest algebra samoinjektyw-
na. Z drugiej strony kazda bazowa algebra samoinjektywna jest algebra Fro-
beniusa.

Przypomnijmy, ze dla algebry A przez C'4 oznaczamy macierz Cartana,
ktérej wspolezynnikami sa wymiary przestrzeni Homa (P, P;), gdzie P, .. .,
P, tworza pelny ukltad parami nieizomorficznych nierozktadalnych projek-
tywnych A-modutéw. Brauer pokazal, ze jesli G jest grupa skonczong oraz
K jest cialem charakterystyki p > 0, to det Cxg = p” dla pewnego r > 0.

Wiadomo, ze algebra KG jest potprosta wtedy i tylko wtedy, gdy cha-
rakterystyka ciata K nie dzieli rzedu grupy G. Gdy p dzieli rzad grupy G, to
algebra K G jest skonczonego reprezentacyjnego typu wtedy i tylko wtedy,
gdy p-podgrupa Sylowa grupy G jest cykliczna.



Defektem bloku B algebry K G nazywamy minimalng podgrupe D grupy
G taka, ze dowolny B-modut jest sktadnikiem prostym K G-modutu W ® g p
KG dla pewnego K D-modutu W. Wiadomo, ze D jest p-podgrupa grupy G.
Ponadto dwa rézne defekty tego samego bloku sa ze soba sprzezone. Blok
B jest skonczonego reprezentacyjnego typu wtedy i tylko wtedy, gdy defekt
bloku B jest grupa cykliczna.

Drzewem Brauera 77" nazywamy spojne skonczone drzewo T wraz z cy-
klicznym uporzadkowaniem zbioréw FE, wszystkich krawedzi majacych wspol-
ny wierzchotek v, oraz przyporzadkowaniem krotnosci m > 1 jednemu wierz-
chotkowi s drzewa T', nazywanym wierzchotkiem wyjatkowym.

7 drzewem T stowarzyszamy kolczan Brauera ()7, ktérego wierzchotka-
mi sa krawedzie drzewa T i w ktérym mamy strzatke z wierzchotka ¢ do
wierzchotka j wtedy i tylko wtedy, gdy krawedzie ¢ oraz j maja wspolny
wierzchotek v w drzewie T oraz krawedz j jest bezposrednim nastepnikiem
krawedzi ¢ w zbiorze F,. Zauwazmy, ze kotczan Q1 jest sumg zorientowa-
nych cykli, kazdy wierzchotek w Q1 nalezy do doktadnie dwoch cykli oraz
dwa cykle przecinaja siec w co najwyzej jednym wierzchotku.

Cykle w kotczanie ()7 odpowiadajac wierzchotkom kotczanu 7. W zwiaz-
ku z tym mozemy podzieli¢ cykle na dwie grupy: a-cykle i S-cykle. Mozemy
przy tym zatozy¢, ze cykl wyjatkowy jest a-cyklem. Strzatke zaczynajacy sie
w wierzchotku ¢ kolczanu Q)7 i nalezacg do a-cyklu bedziemy oznaczaé przez
a;, a jest koniec przez «a(i). Podobne oznaczenia wprowadzamy dla S-cykli.
Przez A; oznaczymy a-cykl zaczynajacy sie w wierzchotku i, zas przez B(i)
[-cykl zaczynajac sie w wierzchotku 7.

Definiujemy ideat IT" w algebrze drog kotczanu () jako ideal genero-
wany przez wszystkie drogi postaci Baa)cu, a3, oraz A" — B, jesli a-
cykl przechodzacy przez i jest wyjatkowy, i A; — B;, jesli a-cykl przecho-
dzacy przez i nie jest wyjatkowy. W ten sposob zdefiniowaliSmy algebre
AT = KQr/I™

Dade, Janusz i Kupisch pokazali, ze jesli K jest cialem charakterystyki
p > 0 oraz jest B jest blokiem algebry grupowej posiadajacym cyklicznag
grupe defektowa rzedu p", to algebra B jest Morita rownowazna z algebra
postaci A(T?") dla pewnego drzewa Brauera T o e krawedziach i krotnosci
wierzchotka wyjatkowego m = (p" —1)/e. Poniewaz det Cy(pmy = em + 1 dla
drzewa Brauera 17" o e krawedziach, wiec z powyzszego twierdzenia wynika,
ze w omawianej sytuacji det C'g = p™.

Wiadomo, ze samoinjektywne algebra typu E sa postaci B / ((pug), gdzie
B jest reprezentacyjnie nieskoficzona algebra odwrécona typu E, m > 1, oraz
@ jest automorfizmem B indukowanym przez automorfizm B. Jako wniosek
otrzymujemy, ze jesli A jest algebra symetryczna typu E, to A ~ T(B), gdzie



B jest jak wyzej.

Przypomnijmy, ze jesli A jest trywialnym rozszerzeniem algebry odwro-
conej typu Euklidesa, to macierz Cartana C'y jest osobliwa. Zatem jedynych
algebr symetrycznych typu Euklidesa z nieosobliwg macierzg Cartana nale-
zy szukaé¢ wérod algebr typu A i D. Powinny byé one postaci B /(p), gdzie
0 =vp.

Uogo6lnionym drzewem Braura nazywamy drzewo Braura Ty, ,, z dwoma
wyréznionymi wierzchotkami s; 1 so krotnosci 2. Z drzewem Ty, 4, stowa-
rzyszamy kolczan Qr, ., w analogiczny sposob jak powyzej. Niech s —
ty = - =ty — S9 b@dz1e jedyna droga w drzewie T' z wierzchotka s; do
wierzchotka ss. Niech 27 bedzie wspélnym wierzchotkiem cykli odpowiada-
jacych wierzchotkom sy i ty, za$ 15 wspolnym wierzchotkiem cykli odpowia-
dajacych wierzchotkom s, i t5. Przez oy : j; — i1 oznaczmy strzaltke lezaca
na cyklu opowiadajacym wierzchotkowi s; i konczaca sie w i; oraz przez

2 : Jo — 19 analogiczng strzatke lezaca na cyklu odpowiadajacym wierz-
chotkowi s;. Przez @Tsl@ oznacza¢ bedziemy kotczan powstaly z Qr, ., przez
usuniecie strzatek oy i ap oraz dodanie strzatek @y : j; — ip oraz s @ jo — iy.
Definiujemy algebre A(T%, s,) jako algebre drég kotczanu Qr, . podzielong
przez ideat (T}, ,) zdefiniowany podobnie jak wyzej. Okreslamy tez algebre
N(Ty, s,) jako odpowiedni iloraz algebry K @Tswz'

Mozna pokazaé, ze jesli A jest algebra samoinjektywna typu A, to A
jest algebra symetryczng z nieosobliwa macierzg Cartana wtedy i tylko wte-
dy, gdy A ~ B/(g@), ¢©* = vg, B jest algebry odwr6cona typu A oraz
A K(X)Y)/(X%Y3 XY +YX), gdy char K # 2. Powyzsze warunki sa
tez rownowazne temu, ze A ~ A(Tj, ,) dla pewnego uogélnionego drzewa
Brauera T, 5, lub A'(T}, ,,) dla pewnego uogélnionego drzewa Brauera T, ,,
w ktorym diugosé drogi z wierzchotka s; do wierzchotka sy jest nieparzysta.



