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Niech G bedzie grupa algebraiczng nad ciatem liczb zespolonych, np.
G = GL,(C). Przypomnijmy, ze reprezentacja grupy G w przestrzeni li-
niowej V', to homomorfizm grup algebraicznych G — Autc V. Wiadomo, ze
Autc C = C*. Reprezentacje postaci G — C* nazywamy charakterami gru-
py G. Przez X(G) bedziemy oznaczaé grupe charakteréw grupy G. Funkcje
f € C[V] bedziemy nazywaé¢ poiniezmiennikiem wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje charakter y € X(G) taki, ze f(gv) = x(¢)f(v). Charakter x nazy-
wamy waga péOiniezmiennika f. Przez SI(V'), bedziemy oznaczaé¢ podprze-
strzen liniowa w C[V] zlozona z pémiezmiennikéw o charakterze x. Zbiér
SI(V) = @D ex(q SUV)y jest pierscieniem, ktéry nazywamy pierscieniem
pOhiezmiennikéw.

Niech d = (dy, . ..,d,) € N" oraz GL(d) = GL(d;) x - - - x GL(d,,). Wtedy
X(GL(d)) = {x : GL(d) = C* | x(g1,-.-,90) = (det g1)** - (det g,)*",
ai,...,a, € Z} ~ Z". Ponadto dla dowolnego GL(d)-modulu V mamy
SI(V) = C[V]?*d) | gdzie SL(d) = SL(d;) x --- x SL(d,).

Zatozmy, ze G-modut V jest prejednorodny, tzn. w V' istnieje otwarta G-
orbita Gvg. W tej sytuacji G\ (Gvy) = Z1U---UZ,UZ. 1 U---UZ,, gdzie Z;,

1 =1,...,s, sa nieprzywiedlnymi sktadowymi, przy czym codimy Z; = 1,1 =
1,...,r, oraz codimy Z; > 1,1 =r+1,...,s. Istnieja jedyne z doktadnoscia
do skalara wielomiany nierozktadalne fi,..., f, € C[V] takie, ze Z; = Z(f;).
Sato i Kimura udowodnili, ze w powyzszej sytuacji SI(V') = C[fy, ..., f.] oraz
wielomiany fi, ..., f. sa algebraicznie niezalezne.

Przez Zy, bedziemy oznaczaé zbiér wspoélnych zer wszystkich poiniezmien-
nikéw, ktére nie sa funkcjami staltymi. Innymi stowy Zy = Z(f1,..., f,).

Wiemy, ze codimy Zy < r. Interesujacym problemem jest pytanie, kiedy
codimy Zy = r. Motywacja dla studiowania tego problemu jest badanie G-
modutowej struktury pierscienia C[V], gdy G jest grupa reduktywna. Wia-
domo bowiem, ze w takiej sytuacji C[V] = @, (M, ® Vy), gdzie M) jest nie-
przywiedlnym G-modutem, za$ V) jest SI(V')-modutem. Gdy codimy Zy = r,
to moduty V) sa wolne.



Niech d = (di,ds) oraz V. = My, xa,(C). Definiujemy dzialanie grupy
GL(d) na przestrzeni V wzorem (gi,g2)m = gimg, . Innymi stowy V =
Ch @ (C®)*. Okazuje si¢, ze modul V jest prejednorodny, gdyz macierze
maksymalnego rzedu tworza orbite otwarta. Gdy d; # da, to SI(V') = C, zas
gdy d; = dy, to SI(V) = Cldet]. Wtedy Zy = Z(det) oraz codimy Zy = 1.
Mozna dostrzec, ze V = rep(Q, d), gdzie Q = -—-.

Niech @ bedzie skoriczonym kotczanem. Przez rep(Q, d) rozumiemy prze-
strzef €D o, M, xd.. (C). Grupa GL(d) dziata na rep(Q, d) zgodnie ze wzo-
rem

(gi)iEQo (ma)ate = (gtamag;j)aecgl.
Jesli T € rep(Q, d), to dimrep(Q, d) — dim GL(d)T = dim¢ Ext, (T, T). W
szczegbdlnosei modut rep(Q, d) jest prejednorodny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje reprezentacja T' € rep(Q,d) taka, ze ExtlQ(T, T) = 0. Wiadomo, ze
gdy modut rep(Q,d) jest prejednorodny, to kolczan @) nie zawiera zorien-
towanych cykli. Z drugiej strony, gdy @) jest kotczanem Dynkina, to modut
rep(@, d) jest prejednorodny dla dowolnego wektora wymiaru d.

Od tego momentu bedziemy zaktadaé, ze modut rep(Q, d) jest prejedno-
rodny, a wiec istnieje reprezentacja T € rep(Q,d) taka, ze Extég(T, T) = 0.
Wiemy, ze T = @,_, T}, gdzie reprezentacje T; sa nierozktadalne, parami
nieizomorficzne, oraz a; > 0. Definiujemy T+ = {Y € rep Q | Homg(T,Y) =
0, Exté(T ,Y) = 0}. W naszej sytuacji kategoria T+ jest réwnowazna ka-
tegorii rep(Q’) dla pewnego kolczanu @' takiego, ze |Q)| = n — r, gdzie
n = |Qo|. Niech Si, ..., S,_, beda prostymi obiektami w T-. Schoefield
pokazal, ze nieprzywiedlne sktadowe kowymiaru 1 w rep(Q,d) \ GL(d)T
sg postaci {X € rep(Q,d) | Homg(X,S;) # 0}, ¢ = 1,...,n — r. Stad
Zrep@.a) = 1X € rep(Q,d) | Homg(X, S;) #0,i=1,...,n— 7}

Niech ) bedzie kotczanem
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wtedy 1 tylko wtedy, gdy [h1|hz2|hs] jest izomorfizmem. Zatem obiekty proste
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Otrzymujemy wiec, ze dimrep(Q, d) — dim Zyepg,a) = 2 < 3. Jedli natomiast
d=232=2('1"), to dimrep(Q,d) — dim Zyepg.a) = 3.

Rozwazmy Ti,..., T, € repQ takie, ze Ext (T3, T;) = 0, i,5 = 1,...,7.
Wtedy Extb(T ,T) = 0 dla kazdej reprezentacji T postaci ,_, T, wiec
modut rep(Q, d) jest prejednorodny dlad = dim7 = >, A\; dim 7;. Riedt-
mann i Zwara pokazali, Ze istnieje liczba naturalna N = N(11,...,T,) taka,
ze dimrep(Q,d) — dim Zyepga) = n — 7, jesli Ay, ..., A > N.

Okazuje sie¢ ponadto, ze mozna przyjac¢

1 @ jest typu A, lub A,
N =<2 Q@ jest typu Dynkina,
3 @ jest typu Euklidesa.



