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Przez caty referat k bedzie ustalonym ciatem. Przez algebre rozumieé
bedziemy przemienna k-algebre. Wszystkie rozwazane produkty tensorowe
beda produktami nad k.

Dla algebry A mamy funktor Dery (A, —) : mod A — mod A dany wzorem
Dery(A, M) = {d € Homy(A, M) | d(ab) = bd(a) + ad(b)}. Istnieje A-modut
Qi(A) oraz rézniczkowanie 6 : A — Qi(A) takie, ze dla dowolnego d €
Dery (A, M) istnieje dokladnie jeden homomorfizm f : Qi (A) — M taki,
ze d = f§ (w szczegblnosci Derg(A, M) ~ Hom4(Q(A), M)). Wiadomo, ze
Qu(A, M) ~ I/I? gdzie I = Ker(A® A > a®b — ab € A). Przy takim
utozsamieniu 6(a) = a® 1 —1® a+ I*. Modul Q(A) nazywamy modutem
rozniczek Kahlera.

Jesli A = k[Xyq, ..., X,], to Qr(A) jest A-modutem wolnym o bazie §(X1),

.., 0(X,). Wiadomo, ze gdy H jest przemienna algebra Hopfa, to ;(A) ~
A ®V dla pewnej przestrzeni liniowej V.

Jesli A jest skonczenie generowana k-algebra, to €(A) jest skonczenie
generowanym A-modulem (istotnie, jesli A = klay,...,a,], to Q(A) =
Ad(ay) + -+ + Ad(an)). Ponadto Q(As) = Qx(A)s dla dowolnego systemu
multiplikatywnego S C A.

Twierdzenie. Niech A bedzie skonczenie generowanqg k-algebrg. Wowczas:

(1) Qx(A) = 0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy A = Ky x --- Ky, gdzie Ky, ..., K
sq skoniczonymi rozszerzeniami rozdzielczymi ciata K.

(2) Zalézmy, ze char K = 0. Je$li P jest idealem pierwszym algebry A,
to pierscien lokalny Ap jest reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy modul
Qr(Ap) jest wolnym Ap-modulem. W szczegdlnosci, algebra A jest re-
gularna wtedy i tylko wtedy, gdy modul QU (A) jest projektywny.

(3) Zaldéimy, ze chark = p > 0 oraz pierscieri A ® k nie ma nilpotentéw.
Jesli P jest ideatem pierwszym algebry A, to pierscien lokalny Ap jest



reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy modut Qg (Ap) jest wolnym Ap-
modutem. W szczegolnosci, algebra A jest reqularna wtedy i tylko wtedy,
gdy modut Qx, (A) jest projektywny.

Niech A bedzie skoniczenie generowana k-algebra. Wiadomo, ze jesli € (A)
jest projektywnym A-modutem, to Dery(A) = Dery (A, A) jest projektywnym
A-modutem, gdyz Dery(A) = Homa(€2(A), A). Powyzsza obserwacja legta
u podstaw nastepujacej hipotezy.

Hipoteza (Zariski-Lipman). Jesli chark = 0 i algebra A jest skoriczenie
generowana, to algebra A jest regularna wtedy i tylko wtedy, gdy A-modut
Dery(A) jest projektywny. Ogdlnie, jesli P jest ideatem pierwszym algebry A,
to pierscien Ap jest reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy Dery(Ap) jest wolnym
Ap-modutem.

Pokazemy, ze powyzsza hipoteza nie jest prawdziwa, gdy algebra A nie
jest skonczenie generowana. Niech k bedzie ciatem charakterystyki 0. Skon-
struujemy pierscien lokalny R o nastepujacych wlasnosciach:

1) R jest dziedzina, DimR =1, R D k.

2) R nie jest regularny.

4) Modut Q4 (R) nie jest wolny ani skonczenie generowany.

(1)
(2)
(3) Derg(R) = 0.
(4)
(5) R (= calkowite domkniecie pierscienia R w ciele utamkéow Ry) jest

pierécieniem lokalnym regularny, Dery(R) = 0 i €,(R) nie jest wolny
ani skonczenie generowany.

Przyktad ten pochodzi z pracy P.Brumetti, Y.Lequain, D.Levcovitz, A.Simis,
A note on the Nakai conjecture, PAMS 130 (1), 15-21.

Do konstrukeji pierscienia R potrzebujemy dwa twierdzenia znane z lite-
ratury.

Twierdzenie. Niech F' bedzie cialem chamkterystyki 0, niech A bedzie do-
wolnym podzbiorem w Der(F) i C' = (yen F4, gdzie F4 = Ker d. Jesli istniejq
elementy yi, ..., Yn, 21, ---,2n € F\ {0} takze, Ze

(1) d(z;) =d(y;)z; dlade A, j=1,...,n,

(2) jesli z{*--- 28 € C dla pewnego o € Z", to o = 0 (lud, jesli ayy; +
<+ apyn € C dla pewnego o € 2™, to o = 0),



to tr.dege C(Y1, -+, Yn, 215 - - -, 2n) > n+ rank(d(y;))i=1,...n-

Powyzsze twierdzenie pochodzi z pracy J.Ax, On Schamuel’s Conjecture,
Annals of Maths, 93 (1971), 252-268.

Whiosek. tr.deg; k(X,eX, e 1) = 3.

Dowdd. Wystarczy przyja¢ F = k((X)), n =2, A = {0/0X} oraz y; = X,
— X — X — o1
=€, n=¢e",Z=¢€ : O

Drugie twierdzenie pochodzi z pracy A.Seidenberg, Derivations and inte-
gral closure, Pacific Journal of Mathematics 16 (1966), 167-173]

Twierdzenie. Niech d : A — A bedzie rézniczkowaniem noetherowskiej k-
dziedziny A. Wowczas d(A) C A, gdzie d : Ag — Ap jest (jednym) rozszerze-
niem d do Ap.

Dowéd. Zauwazmy, ze A = {y € Ay | istnieje a € A\ {0} takie, ze Aly] C
1A} = {y € Ay | istnieje a € A\ {0} takie, ze ay’ € A dlai > 0}.

Ustalmy y € A oraz a € A\{0} taki, ze ay’ € Adlai > 0. Niech D : Ag —
Ao[[t]] dane bedzie wzorem D(z) = > %ti. Wtedy D(a)D(y)" = D(ay™) €
A[[t]], edyz D(A) C A[[t]]. Stad dla dowolnego n > 0 mamy aD(a)(D(y) —
y)") = aD(a)(Ci,(=1)'(7)D(y)'y" ) € Allt]], gdyz D(a)D(y)" € Allt]]
oraz ay' € A, i > 0. Zauwazmy, ze wspOtczynnik przy t" w rozwazanym
szeregu jest rowny L a’d(y)", skad a®d(y)" € Adlan > 0, wiec d(y) € A. O



