MINOROWE DEGENERACJE ALGEBRY MACIERZY

NA PODSTAWIE REFERATU DANIELA SIMSONA

Przez caly referat K bedzie ustalonym ciatem.

1. WSTEPNE IDEE

Zatézmy, ze dany jest ciag n x n-macierzy ¢ = (¢™,...,¢™). W
przestrzeni M, (K') okreslamy mnozenie -, : M, (K)xM,,(K) — M, (K)

wzorem
" //
g ') E )\Z s0; ] )\

s€[1,n]

Podstawowe wlasnosci tego mnozenia zawarte sa w nastepujacym le-
macie.

Lemat.

(1) Macierz identycznosciowa 1d,, spetnia warunek Id, ;A = A =
A g Id,, dla wszystkich A € M, (K) wtedy i tylko wtedy, gdy

a) =1=4q7)
dla wszystkich i, € [1,n].
(2) Mnozenie -, jest lgczne wtedy i tylko wtedy, gdy

¢."q\") = ¢\ q")

dla dowolnych i,j,r,s € [1,n].

Niech S, (K) bedzie zbiorem wszystkich ciagéw ¢ spelniajacych po-
wyzsze warunki. Dla ¢ € S,(K) przez A, oznaczaé¢ bedziemy zdefi-
niowang powyzej algebre. Algebry tej postaci nazywamy minorowymi
degeneracjami algebry M, (K).

Zauwazmy, ze gdy qz(fj) = 1 dla wszystkich 7, 7,7 € [1,n], to A? jest
zwyklyg algebra macierzy. Zbadamy teraz doktadniej sytuacje, gdy n =
2. W tej sytuacji

1 et
SQ_{(L ,J’L 1}) e K}
i piszemy A(u) zamiast A9. Mozna pokazaé, ze algebra A(u) jest pot-
prosta wtedy i tylko wtedy, gdy p # 0. Gdy p # 0, to A(p) ~ My (K).
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Przyjrzymy sie teraz doktadniej sytuacji u = 0. Niech A = A(0).
Latwo sprawdzi¢, ze A jest algebra kotczanu
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ograniczonego przez relacje a3, fa. Algebra ta posiada strukture alge-
bry Hopfa zadang przez warunki

e(z) =1, e(y)=0, ela)=0, () =0
S()==z, Sy)=y, Sla)=-a, 5B)=-p
Alx)=zr+yRy, Aly)=rzQy+yQu,

Ala)=z@a+a®@zr+ R0y —y® f,

AB)=z0+0Qr+a®y—yR a.

Jesli char K # 2, to algebra ta jest izomorficzna z algebra Sweedlera
K(ti,ta) /(2 — 1,12, t1ty — toty).

2. PODSTAWOWE FAKTY I WEASNOSCI OGOLNE

Niech e; ; € M, (K') bedzie macierza, ktéra na miejscu (z,7) ma 1, a
na pozostatych 0. Niech e; = ¢; ;. Zauwazmy, ze

_ (r)
5 T »S 1Y N
€is 'q Crj 5r s4;.5 €ij

Wiele wlasnosci algebr A, mozna wyrazi¢ w terminach ciagu q.

Twierdzenie.

(1) Ay =e1A; & - - D e, A, jest rozkladem na nierozktadalne prawe
Ag-moduty.
(2) Hom(e; Ay, e;4,) ~ ejAe; ~ Ke, j, zatem End(e;A,) ~ K.
(3) e; Ay ~ e; A, wtedy i tylko witedy, gdy q](ZJ) = qffi) £ 0.
(4) Algebra A, jest bazowa wtedy i tylko wtedy, gdy qz(:';) =0 dla
wszystkich i # r. W powyZszej sytuacyi:
e radykal Jacobsona J = {\ € A1 | \;; =0} oraz J* =0;
o kazdy ideat dwustronny jest generowany przez e; j;
o gl.dimA, = oo;
e kolczan Gabriela algebry A, ma wierzcholki {1,...,n} oraz
mamy strzatke 1 — j wtedy i tylko wtedy, gdy qz(fj) =0 dla
wszystkich r #£ 1, 7.

Jako wniosek z powyzszego twierdzenia otrzymujemy nastepujaca
charakteryzacje algebr potprostych.

Whniosek. Algebra A, jest polprosta witedy i tylko wtedy, gdy qi(,li) #0
dla wszystkich © # 1.
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Zauwazmy, ze jesli cigg ¢™ jest otrzymany z ciggu g przez transpono-
wanie macierzy, to algebry A, oraz A;’f’r sg izomorficzne. Ponadto grupa
S, dziata na zbiorze S,, zgodnie ze wzorem

(r) _ (a(r)
(UQ)i,j = 4(i),0()

W powyzszej sytuacji mamy A,, ~ A,.
3. INFORMACJE O DEGENERACJACH ALGEBR

Przypomnijmy, ze przez rozmaitos¢ Alg, (d) K-algebr wymiaru d
rozumiemy podzbiér funkcji u : [1,n]* — K takich, ze mnozenie w K¢

dane wzorem
n
€€ = E Hijirer
r=1

jest taczne oraz posiada element neutralny. Na rozmaitosci Algy (d)
dziala grupa GL4(K) w taki sposob, ze p i ¢/ wyznaczaja izomorficzne
algebry wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do tej samej orbity. Mowimy,
ze 1 jest degeneracja pu wtedy i tylko wtedy, gdy p/ € GL4(K)p. Mamy
naturalne zanurzenie S, (K) — Alg, (n?).

Niech G, (K) = S,x T, gdzie 7, = {t e M,,(K) | t;; =1, t;; # 0} z

mnozeniem (¢'t"); ; = t; ;t] ;. Grupa 7, dziala na S,, zgodnie ze wzorem

0] — it

g Yhd gt
Dziatanie to rozszerza sie do dzialania grupy G, (K). Mozna pokazaé,
ze algebry A, i Ay sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do
tej samej orbity ze wzgledu na dzialanie grupy G, (K).



