
MINOROWE DEGENERACJE ALGEBRY MACIERZY

NA PODSTAWIE REFERATU DANIELA SIMSONA

Przez cały referat K będzie ustalonym ciałem.

1. Wstępne idee

Załóżmy, że dany jest ciąg n × n-macierzy q = (q(1), . . . , q(n)). W
przestrzeniMn(K) określamy mnożenie ·q : Mn(K)×Mn(K) → Mn(K)
wzorem

(λ′ ·q λ′′)i,j =
∑

s∈[1,n]

λ′i,sq
(s)
i,j λ′′s,j.

Podstawowe własności tego mnożenia zawarte są w następującym le-
macie.

Lemat.

(1) Macierz identycznościowa Idn spełnia warunek Idn ·qλ = λ =
λ ·q Idn dla wszystkich λ ∈ Mn(K) wtedy i tylko wtedy, gdy

q
(j)
i,j = 1 = q

(j)
i,j

dla wszystkich i, j ∈ [1, n].
(2) Mnożenie ·q jest łączne wtedy i tylko wtedy, gdy

q
(r)
i,s q

(s)
i,j = q

(r)
i,j q

(s)
r,j

dla dowolnych i, j, r, s ∈ [1, n].

Niech Sn(K) będzie zbiorem wszystkich ciągów q spełniających po-
wyższe warunki. Dla q ∈ Sn(K) przez Aq oznaczać będziemy zdefi-
niowaną powyżej algebrę. Algebry tej postaci nazywamy minorowymi
degeneracjami algebry Mn(K).
Zauważmy, że gdy q

(r)
i,j = 1 dla wszystkich i, j, r ∈ [1, n], to Aq jest

zwykłą algebrą macierzy. Zbadamy teraz dokładniej sytuację, gdy n =
2. W tej sytuacji

S2 =
{([

1 1
1 µ

]
,

[
µ 1
1 1

]) ∣∣∣ µ ∈ K
}

i piszemy A(µ) zamiast Aq. Można pokazać, że algebra A(µ) jest pół-
prosta wtedy i tylko wtedy, gdy µ 6= 0. Gdy µ 6= 0, to A(µ) ' M2(K).
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Przyjrzymy się teraz dokładniej sytuacji µ = 0. Niech A = A(0).
Łatwo sprawdzić, że A jest algebrą kołczanu
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ograniczonego przez relacje αβ, βα. Algebra ta posiada strukturę alge-
bry Hopfa zadaną przez warunki

ε(x) = 1, ε(y) = 0, ε(α) = 0, ε(β) = 0

S(x) = x, S(y) = y, S(α) = −α, S(β) = −β,

∆(x) = x⊗ x + y ⊗ y, ∆(y) = x⊗ y + y ⊗ x,

∆(α) = x⊗ α + α⊗ x + β ⊗ y − y ⊗ β,

∆(β) = x⊗ β + β ⊗ x + α⊗ y − y ⊗ α.

Jeśli char K 6= 2, to algebra ta jest izomorficzna z algebrą Sweedlera
K〈t1, t2〉/(t21 − 1, t22, t1t2 − t2t1).

2. Podstawowe fakty i własności ogólne

Niech ei,j ∈ Mn(K) będzie macierzą, która na miejscu (i, j) ma 1, a
na pozostałych 0. Niech ei = ei,i. Zauważmy, że

ei,s ·q er,j = δr,sq
(r)
i,j ei,j.

Wiele własności algebr Aq można wyrazić w terminach ciągu q.

Twierdzenie.

(1) Aq = e1Aq ⊕ · · · ⊕ enAq jest rozkładem na nierozkładalne prawe
Aq-moduły.

(2) Hom(eiAq, ejAq) ' ejAei ' Kei,j, zatem End(eiAq) ' K.
(3) eiAq ' ejAq wtedy i tylko wtedy, gdy q

(i)
j,j = q

(j)
i,i 6= 0.

(4) Algebra Aq jest bazowa wtedy i tylko wtedy, gdy q
(r)
i,i = 0 dla

wszystkich i 6= r. W powyższej sytuacji:
• radykał Jacobsona J = {λ ∈ Aq | λi,i = 0} oraz Jn = 0;
• każdy ideał dwustronny jest generowany przez ei,j;
• gl. dim Aq = ∞;
• kołczan Gabriela algebry Aq ma wierzchołki {1, . . . , n} oraz
mamy strzałkę i → j wtedy i tylko wtedy, gdy q

(r)
i,j = 0 dla

wszystkich r 6= i, j.

Jako wniosek z powyższego twierdzenia otrzymujemy następująca
charakteryzację algebr półprostych.

Wniosek. Algebra Aq jest półprosta wtedy i tylko wtedy, gdy q
(1)
i,i 6= 0

dla wszystkich i 6= 1.
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Zauważmy, że jeśli ciąg qtr jest otrzymany z ciągu q przez transpono-
wanie macierzy, to algebry Aq oraz A

op
qtr są izomorficzne. Ponadto grupa

Sn działa na zbiorze Sn zgodnie ze wzorem

(σq)
(r)
i,j = q

(σ(r))
σ(i),σ(j).

W powyższej sytuacji mamy Aσq ' Aq.

3. Informacje o degeneracjach algebr

Przypomnijmy, że przez rozmaitość AlgK(d) K-algebr wymiaru d
rozumiemy podzbiór funkcji µ : [1, n]3 → K takich, że mnożenie w Kd

dane wzorem

ei · ej =
n∑

r=1

µi,j,rer

jest łączne oraz posiada element neutralny. Na rozmaitości AlgK(d)
działa grupa GLd(K) w taki sposób, że µ i µ′ wyznaczają izomorficzne
algebry wtedy i tylko wtedy, gdy należą do tej samej orbity. Mówimy,
że µ′ jest degeneracją µ wtedy i tylko wtedy, gdy µ′ ∈ GLd(K)µ. Mamy
naturalne zanurzenie Sn(K) ↪→ AlgK(n2).
NiechGn(K) = SnnTn, gdzie Tn = {t ∈ Mn(K) | ti,i = 1, ti,j 6= 0} z
mnożeniem (t′t′′)i,j = t′i,jt

′′
i,j. Grupa Tn działa na Sn zgodnie ze wzorem

(tq)
(r)
i,j = q

(r)
i,j t−1

i,r ti,jt
−1
r,j .

Działanie to rozszerza się do działania grupy Gn(K). Można pokazać,
że algebry Aq i Aq′ są izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy należą do
tej samej orbity ze względu na działanie grupy Gn(K).


