OSOBLIWOSCI MAEYCH KOWYMIAROW W
DOMKNIECIACH ORBIT

NA PODSTAWIE REFERATU GRZEGORZA ZWARY

Przez caly referat k oznaczaé bedzie ustalone ciato algebraicznie do-
mkniete.

1. Rozwazmy dziatanie grupy GL,; na zbiorze macierzy My, 4 dane wzo-
rem
g M =gMg™.

Pely system reprezentantéw ze wzgledu na to dziatania tworza ma-
cierze w postaci Jordana. Wiadomo, ze domkniecie kazdej orbity jest
sumg mnogo$ciowy skonczenie wielu orbit. Doktadniej, niech dla ma-
cierzy M, Oy oznacza jej orbite. Wtedy N € @), wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego A € k oraz dla kazdej liczby catkowitej dodatniej ¢

dim Ker(M — A1d)" < dim Ker(N — \1d)".

Okazuje sie, ze Reg(0'y;) = Oy. Ponadto €y posiada wymierne osobli-
wosci. W szcezegdlnosci jest to rozmaitosé normalna i Cohena—Macaula-
ya. Wiadomo tez, ze jesli N € Oy, to codimg Oy jest liczbg parzysta.

Przyjrzymy sie teraz jakie osobliwo$ci moga sie pojawi¢ w rozma-
itodciach @y w punktach N, dla ktérych codimg Oy = 2. W tym
celu wprowadzimy pojecie gtadkiej rownowaznosci rozmaitosci z wy-
roznionym punktem. Méwimy, ze rozmaitosci z wyrdéznionym punktem
(X, z0) oraz (Y,yo) sa gltadko réwnowazne, jesli istnieje rozmaitos¢ z
wyrdznionym punktem (Z, zg) oraz odwzorowania gtadkie p : 7 — X
i1 : Z — Y takie, ze ¢(z9) = xo oraz ¥(z9) = yo. Klase abstrakcji
rozmaitosci (X, zg) w powyzszej relacji oznaczamy Sing (X, o).

Z macierza M mozemy stowarzyszyc liczby m; , okreslone wzorem

mj = #{i | dim Ker(M — A\1d)" — dim Ker(M — A1d)"* > j}.
Jesli N € Oy oraz n; sa zdefiniowane przy pomocy analogicznych
wzordw, to codimg, Oy = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja j oraz
A takie, ze

njx=mjx— 1, Nj+1x = Myp1n + 1,
Ny =my,, HFNubl#j,7+1.
Zauwazmy, ze W powyzszej sytuacji mj — mjy1n > 2. Niech n =
Mmx — Mjpx — 1. Wtedy
Sing(O'an, N) = Sing({(,y,2) € k* | 2" +yz = 0},(0,0,0)}.

Data: 11.10.2005 i 18.10.2005.
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2. Niech teraz t > 1 i rozwazmy dzialanie grupy GL4 na zbiorze M, ,
dane wzorem
~1 ~1
g*<M17"'7Mt):(gM1g 7"'7thg )

Podobnie jak poprzednio dla uktadu M = (M, ..., M;) macierzy przez
O oznaczaé bedziemy orbite GLg %M.
Dla przyktadu, jesli t = 2 oraz d = 2, to dla

M= ([58].[85])
mamy Oy = Oy U Oy, gdzie

oraz Reg(Oy) = Oy i codimg Oy = 1.
7 drugiej strony, gdy t = 2, d = 4 oraz

i 1 166489
M= » 0000
L 1 Loooo

to EM D) U)\ ﬁN/\, gdzie

i 1 5882
Ny = » 0000 .
L0000

[e]elel]
[l g
[e]elalw]
o—OO

SoOoO
[e]elalw]
[e]elale]
SoOoO+

Ponadto dla

0100 0001

N = 0000 0000
- 0001 0000
0000 0000

Sin

codimgz Oy = 2 oraz Sing(Oy,N) = {(x,y,2) € K | 22 +
y*z = 0},(0,0,0)). Ta druga rozmaito$¢ nosi nazwe ,Whitney um-
brella”. Wiadomo, ze (0,0,0) nie jest w tej rozmaitosci osobliwoscia
izolowana. W szczegblnosci €@y nie jest regularna w kowymiarze 1.

3. Zauwazmy, ze ciag (M,..., M,;) € M}, , mozna traktowac jako le-
wy d-wymiarowy modutl nad algebra A = k(zq,...,x¢). Ogélnie, dla
dowolnej skoriczenie generowanej algebry A’ okreslamy mod 4/ (d) jako
zbiér wszystkich homomorfizméw algebr A" — Mgy q.

Przestrzen styczna do przestrzeni moda(d) = MY, , w punkcie N
mozna utozsamié¢ ze zbiorem Z(N,N) k-liniowych odwzorowan f :
A — M4 takich, ze dla dowolnych a,a’ € N, f(ad') = N(a ) (a)
fla)N(d). | € ZA(N N) wyznacza ciag W € My, W = [ {]

oraz cigg doktadny
£
LW N — 0.

Rozszczepialne ciagi doktadne odpowiadaja podprzestrzeni
BL(N,N) ={hN — Nh | h € Mgxq}.
Odwzorowanie GLy; — Oy, g — g % N, indukuje surjekcje M.y =

Tia, GLgy — Ty Oy dang wzorem h — hN — N h. Powyzsze rozumowanie
prowadzi do wniosku sformutowanego po raz pierwszy przez Voigta.

0— N [0 1da)
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Whniosek 3.1. Mamy kanoniczny izomorfizm
Tymoda(d)/TnOy ~ Exty(N,N). O

Lemat 3.2. Zaléimy, ze N € Oy oraz, ze L jest skoticzenie wymia-
rowym lewym A-modutem. Wowczas

dimy, Hom 4 (L, M) < dimy Homa(L, N).
Dowod. Mamy wolng prezentacje
A ) qa g
modutu L. Stosujac funktor Hom4(—, N) dostajemy ciag doktadny

0 — Homu(L, N) — Homu (A7, N) "™, Hom (47, N).

Zauwazmy, ze Homy (A9, N) ~ N? Homu(AP,N) ~ NP oraz n :
moda(d) — Mpixea dana jest wzorem n(N) = (a;;(N)). Teza wynika
zatem z faktu, ze Homy(L, N) ~ Ker(a,;;,(N)) oraz, ze dim Kern(—) :
mod 4 (d) — Z jest pdlciagta. O

Lemat 3.3. Zaldimy, ze N € Oy oraz, ze
0—-N—-W-—=>N-=—=0

odpowiada elementowi z przestrzeni stycznej Tz N. Wowczas dla do-
wolnego skoriczenie wymiarowego A-modutu L takiego, Ze

dimy, Hom (L, M) = dimg Hom (L, N)

zachodzi

dimy Homy4 (L, W) = 2dimg Hom (L, N).

Jako wniosek z powyzszego lematu otrzymujemy nastepujace kryte-
rium regularnosci.

Twierdzenie 3.4. Jesli istnieje cigg doktadny
0—-Z—-Z®M—N—0
taki, ze
dimy Homu (Z & M, M) = dimy Homu(Z & M, N),
to O jest reqularna w punkcie N.

Twierdzenie 3.5. Jesli N € Oy oraz codimgM On =1, to Oy jest
reqularna w kowymiarze 1.

Dowod. Wiemy, ze istnieje cigg doktadny 0 - Z — Z 6@ M — N — 0,
przy czym mozemy zatozy¢, ze odwzorowanie Z — Z jest radykalne.
Mozna tez zatozy¢, ze Z jest nierozktadalny oraz dimy Homa (M, N) =
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dimy, Hom 4 (M, M). Jesli dimy Homy(Z, M) = dimy, Homu(Z, Z), to te-
za wynika z poprzedniego twierdzenia. Gdy tak nie jest, to istnieje ho-
momorfizm Z — N taki, ze indukowany cigg doktadny jest nierozszcze-
pialny. Mozna przy tym wybrac¢ ten homomorfizm tak, aby indukowany
cigg mial postac

f
0oz 2oy U 5y

oraz codimy 0 = 1. Okazuje si¢, ze End(Y') ma strukture k[[e?, £%]]-
modutu, gdzie 2 dziala jako gh, zaé €3 jako gfh, oraz ze badanie tego
bimodutu prowadzi nas do sprzecznosci. Il

Whiosek 3.6. Jesli Oy zawiera skoticzenie wiele orbit, to jest requ-
larna w kowymiarze 1.

4. Dla kotczanu @) oraz wektora wymiaru d definiujemy przestrzen
afiniczng rep(Q, d), na ktérej dziata grupa GL(d) =[], GL(d,).

Twierdzenie 4.1. Jesli M jest reprezentacjq kotczanu Dynkina Q, to
O\ jest reqularna w kowymiarze 2.

Jesli @ jest kolczanem Dynkina typu Ag, d = (2,2) oraz M = (§7),
to Oy = {A € Myys | det A = 0} jest osobliwa w 0 oraz dim &'y, = 3.

5. Krzywa normalna stopnia d > 1 to krzywa liniowa rownowazna z
obrazem v : P! — P p(s,t) = (s : s¥H ;... ). Zauwazmy, ze
Imv = (xg:...:24) | xixj—2pr, =0, i+j = p+q}. Przez €, oznaczaé
bedziemy stozek afiniczny nad taka krzywa. Oczywiscie €, ~ k2, za$
Sing((g% (07 0, O)) = Ay

Twierdzenie 5.1. Przypusémy, ze N € Oy, codimg Oy = 2 oraz
N=U®V, gdzie

dimy, Hom 4 (U, M) = dimy Hom4 (U, N),

dimy Hom4 (M, V') = dim; Hom4 (N, V).

Wowczas, Sing(O'y, N) = Sing(%,0) dla pewnego d > 1.

Dowéd. Niech & C Ext!(V,U) bedzie zbiorem elementéw odpowiada-
jacych ciggom doktadnym postaci

0—-U—-M-—V —0.

Bongartz pokazal, ze przy zalozeniach opisanych w twierdzeniu & # &,
Sing(&'yr, N) = Sing(&,0) oraz dim & = codimg, Oy = 2.
7, Twierdzenia 3.4 wynika, ze mozna ograniczy¢ si¢ do przypadku,
gdy
dimy Hom(M, U) = dimy Hom(N,U) — 1,
dimy Hom(V, M) = dimyx Hom(V, N) — 1.
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Zbior S = {f : U — M | Coker(f) ~ V} C Homu(U, M) jest

otwarty gesty oraz istnieje funkcja regularna . — P&,
f'—>0—>Ui>M—>V—>O,

zatem wiemy, ze P& jest krzywa nieprzywiedlng i wymierna.

Ustalmy ciag

0-UvLM—-v—o

Niech Uy = U, Uy = M, oraz g; : U — M bedzie takie, ze indukowany
ciag doktadny jest nierozszczepialny. Dla ¢ > 1 takiego, ze ciag

jest nierozszczepialny, definiujemy U;,q oraz g;y1 : U; — U1 przy
pomocy diagramu przemiennego z doktadnymi wierszami

0——> Ui > Ui >V >0

\Lgi J/gi-{—l

0 > U, > Uit - >V ——>0

Niech d bedzie najwiekszym ¢ dla ktorego ciag
0—-U; —-Uy —V—=0

jest nierozszczepialny. Pokazuje sie, ze P& jest wymierna krzywa nor-
malng stopnia d.

Twierdzenie 5.2. Jesli M i+ N sq reprezentacjami rozszerzonu kot-
czanem Dynkina takimi, Ze codimg On =2, to

Sing(O'yr, N) € {A,, Sing(%,,,0) | n > 1}.



