ALGEBRY OKRESOWE POWIERZCHNI
RZECZYWISTYCH

NA POSTAWIE REFERATU ANDRZEJA SKOWRONSKIEGO

Modut M nad algebra A nazywamy okresowym, jesli istnieje d > 0
takie, ze Q%4 (M) ~ M. W powyzszej sytuacji minimalne d o tej wta-
sno$ci nazywamy okresem modutu M. Algebra A jest okresowa, jesli
jest okresowa jako A-A-bimodul, tzn. jako modul nad algebra obej-
mujacg. Jesli algebra jest okresowa, to jest okresem jest jej okres jako
bimodutu. Wiadomo, ze jesli algebra A jest okresowa o okresie d, to
Q4 (M) ~ M dla kazdego A-modutu M bez projektywnych sktadnikéw
prostych. Istnieje hipoteza méwiaca, ze okresowos¢ modutéw prostych
implikuje okresowo$¢ algebry. Wiadomo, ze okresowo$¢ modutéw pro-
stych implikuje, iz algebra jest samoinjektywna.

Obiektem zainteresowania w pracy beda okresowe algebry syme-
tryczne nieskonczonego typu. Przypomnijmy, ze algebra A jest sy-
metryczna, o ile istnieje niezdegenerowana symetryczna taczna for-
ma dwuliniowa (—,—): A x A — K, lub réwnowaznie bimoduly A
i D(A) := Homg (A, K) sa izomorficzne. Kazda algebra A jest ilora-
zem algebry symetrycznej T'(A) := Ax D(A), gdzie odpowiednia forma
zdefiniowana jest wzorem

((a, ), (0,4)) := @(b) +P(a)  (a,b€ A, 0,9 € D(A)).

Okresowe algebry symetryczne wielomianowego wzrostu zostaty skla-
syfikowane. Sa one albo postaci T(B)Y = T(B)/G, gdzie B jest alge-
bra odwrécona typu Dynkina lub algebra tubularng, natomiast G jest
skoriczona grupa cykliczna dziatajaca w sposéb wolny na T'(B), albo
sg cokotowymi deformacjami powyzszych algebr w przypadku ciat K
charakterystyki réwnej 2 lub 3.

Jesli A jest bazowa nierozktadalng algebra symetryczna nieskonczo-
nego typu, to wiadomo, ze:

e algebra A ma okres co najmniej 3;

o jesli algebra A ma okres 3, to charakterystyka ciata K jest réwna
2;

e jesli algebra A jest oswojona i ma okres 3, to A jest algebra
preprojektywna typu Dy;

e jesli algebra A ma okres 4, to proste A-moduty maja okres 4.

Moéwimy, ze algebra A jest uogdlnionego typu kwaternionowego, o ile
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(1) algebra A jest symetryczna, nierozktadalna i nieskonczonego
typu, oraz
(2) proste A-moduly sa okresowe o okresie 4.

Jesli dodatkowo macierz Cartana jest nieosobliwa, to méwimy, ze al-
gebra jest typu kwaternionowego. Celem projektu jest opis algebr ba-
zowych uogoélnionego typu kwaternionowego oraz pokazanie, ze sg one
okresowe o okresie 4.

Kotczan Q) nazywamy 2-regularnym, jesli w kazdym wierzchotku za-
czynaja sie¢ i koncza sie dwie strzalki. Kofczanem triangulowalnym
(Q, f) nazywamy kotczan 2-regularny ) wraz z permutacja f: Q1 —
Q; taka, ze f2 = Idg, oraz s(f(a)) = t(a) dla kazdej strzalki a. Kazdy
kotczan triangulowalny mozna otrzymaé z powierzchni z triangulacja
w nastepujacy sposob:

e strzatkami kotczanu sg krawedzie triangulacji;

e jesli
/N

C

jest trojkatem zorientowanym przeciwnie do ruchu wskazdéwek
zegara, to mamy strzatki

a:a— b, B:b—c i Yyic—a

takie, ze f(a) = B, (8) =71 f(7) = a

e jesli
g

N

jest trojkatem samozagietym, to mamy strzatki

a:a— a, B:a—b i v:b—a

takie, ze f(a) =B, f(B) =71 f(7) =
e jesli a jest krawedzia brzegowa, to mamy strzatke a: a — a
taka, ze f(a) = a.
W szezegdlnodei, jesli (Q, f) jest kotczanem triangulowalnym, to strzat-
ke « taka, ze f(«a) = «, nazywamy strzatkg brzegowq.

Jesli (@, f) jest kotczanem triangulowalnym, to dla kazdej strzal-
ki « definiujemy strzatke @ poprzez warunki s(@) = s(a) i @ # a.
Niech g(a) := f(a), a € Q1, i oznaczmy przez n, liczbe elementéw g-
orbity strzatki o. Ustalmy dwie g-niezmiennicze funkcje m: @7 — N
ic: @ — K™, przy czym zakladamy, ze n,m, > 2 dla kazdej strzatki
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a. Strzatke o nazywamy wirtualng, jesli nom, = 2. Zakltadamy dodat-
kowo, ze

(1) ngmy > 3, jesli strzatka @ jest wirtualna, ale nie jest petla, oraz
(2) ngme > 4, jesli strzatka @ jest wirtualna i jest petla.

Przez A = A(Q, f,c,m) oznaczamy algebre drég kotczanu @) ograniczo-
nego przez relacje

(1) fla)a — czAs dla kazdej strzatki o, gdzie
Ag =g (B) - g(B)B

dla 5 € Q1;

(2) g(f())f(a)a dla kazdej strzalki a takiej, ze strzatka f2(«) nie
jest wirtualna;

(3) f(g(a))g(a)a dla kazdej strzalki o takiej, ze strzatka f(a) nie
jest wirtualna.

Kotczan @ jest kotczanem Gabriela @ algebry A wtedy i tylko wtedy,
gdy nom, > 3 dla kazdej strzatki . Doktadniej, kotczan Q5 powstaje
z kotczanu @) przez usuniecie strzatek wirtualnych. Podobnie, przez
B(Q, f,m,c) oznaczamy algebre drég kolczanu @) ograniczona przez
relacje f(a)a i ¢y B, — @By dla kazdej strzalki o, gdzie

Bg := "™ (B) g™ A (B) - 9(B)B

dla 6 S Ql'
Zdefiniujemy teraz kilka wyjatkowych klas algebr. Niech @) bedzie
kolczanem

B
—=\
C12 D
v
wraz z permutacja

fle):=8,  fB) =7  f()=a  [flo):=0

Innymi stowy, jest to kotczan pochodzacy od nastepujacej triangulacji

dysku:

2

\_

Jedli A € K,
My =3 i Co = A,

oraz my, := 11i ¢, := 1 dla pozostalych strzatek w, to algebre D(\) :=
A(Q, f,m, c) nazywamy algebrg dysku.
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Niech teraz () bedzie kotczanem

wraz z permutacja

fla):==3, f(B):=r, [()=q
f0)=e, [fle):=¢  f(Q):=4,
f)=0,  f0):=¢,  f)=mn,

FR)i=p, @) i=v,  f@) =
Innymi stowy, jest to kotczan pochodzacy od nastepujacej standardowe;j

triangulacji czworos$cianu:

Jesli A € K, m,, := 1 dla kazdej strzatki w,
Cpi=Cs =0, = A,
oraz ¢, := 1 dla pozostalych strzalek w, to algebre A(X) := A(Q, f,m, c)
nazywamy algebrg czworosScianu. Zauwazmy, ze D(X) = A(X\)/Zs. Po-
nadto, dla A # 1, A()\) jest trywialnym rozszerzeniem algebry tubular-
nej typu (2,2, 2,2), ktorej kotczan Gabriela ma postac
O<—" 0 <— 0

X X

O <— 0 <— 0

Niech teraz () bedzie kotczanem

ag
l— = =2
B1
Bz B2
as a2
3
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wraz z permutacja
flar) == a, flaz) == as, flaz) = ay,
f(Br) := Bs, f(B2) := P, f(B3) := PBa.

Jest to kotczan pochodzacy od triangulacji sfery dwoma trojkatami

Jesli A\ € K%,

Mg, = 2, Me, = 2, My = 1,

mg, = 2, mg, 1= 2, mg, =1,

Cay = A, My, = 1, Mey = 1,
cpy = A, cg, =1, cgy =1,

to algebre T'(\) := A(Q, f, m, c) nazywamy algebrg tréojkatng.
Algebry tréjkatne mozna zdefiniowaé¢ réwniez w inny sposob. Niech

() bedzie kotczanem

B o
{;1;2;3377

wraz z permutacjg

Jedli A € K,
Mg =2 =:1my, i Co = 1=:¢y,

oraz my, := 11 ¢, := A dla pozostatych strzatek w, to
AQ, fym,c) = T(A7?).

Na zakonczenie niech () bedzie kotczanem

(O INN
NAYA

wraz z permutacjg

fl):=8,  fB)=v  f0)=a
[0)=e.  f©)=C Q=5
fm)=6,  f®):=1  F0)=n
fW=p  f@)=v ) =x
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Innymi stowy, jest to kotczan pochodzacy od nastepujacej triangulacji
sfery:

Jesli A € K, m,, := 1 dla kazdej strzatki w,

Co = C¢ 1= C, 1= Cp 1= A,
oraz ¢, := 1 dla pozostatych strzaltek w, to algebre S(\) := A(Q, f,m, c)
nazywamy algebrg sferyczng. Zauwazmy, ze T'(\) = S(\)/Zsy. Ponadto,
dla A # 1, S()) jest trywialnym rozszerzeniem algebry tubularnej typu
(2,2,2,2), ktérej kotczan Gabriela ma postaé

NS
NN

W ponizszych twierdzenia A = A(Q, f,m,c) dla pewnych @, f, m i
c.

Twierdzenie 1. Wymiar algebry A jest réwny ZO&EQl NgMy. Ponadto
algebra A jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy A % T(1),S(1).

Twierdzenie 2. Jesli A 22 D(X\), T(X),A(N),S(N), A € K*, to A dege-
neruje si¢ do B(Q, f,m,c) i jest algebrg oswojong niewielomianowego
wzrostu.

Twierdzenie 3. Nastepujgce warunki sq rownowazne.

(1) Proste A-moduly sq okresowe o okresie 4.
(2) Algebra A jest okresowa o okresie 4.
(3) A2 D(1),T(1),A(1), S(1).

Algebre A nazywamy 2-reqularng, jesli jej kolczan Gabriela jest 2-
regularny. W ponizszych twierdzeniach A jest bazowa algebra 2-regu-
larng z co najmniej 3 prostymi modutami.

Twierdzenie. Jesli A jest uogolniong algebrg typu kwaternionowego,
to istnieje kolczan triangulowalny (Q, f) oraz minimalny zbior relacji R
takie, ze A ~ KQ/(R) oraz dla kazdej strzalki o € @y istnieje relacja
Pa € R taka, ze

Pa + I, = f(Oé)O./ + 1o,
gdzie 1, jest ideatem algebry K(Q) generowanym przez drogi diugosci 2
rozne od drogi f(a)a.



ALGEBRY OKRESOWE POWIERZCHNI RZECZYWISTYCH 7

Twierdzenie. Algebra A jest uogolnionqg algebrg typu kwaternionowe-
go wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest algebrg okresowq o okresie 4. Ponadto w
powyzszej sytuacyi algebra A jest izomorficzna z jedng z nastepujgcych
algebr:

(1) algebrg postaci A(Q, f,m, c) takq, Ze ngme > 2 dla kazdej strzal-
ki o, r6Zng od A(1);

(2) cokotowq deformacjq algebry z punktu (1), o ile charakterystka
ciata K jest rowna 2 i kolczan Q) zawiera strzatki brzegowe;

(3) nieosobliwg wyzszq algebrg czworoscianu.



