ALGEBRY OKRESOWE OSOBLIWOSCI KRZYWYCH

NA POSTAWIE REFERATU ANDRZEJA SKOWRONSKIEGO

Przez caty referat zaktadamy, ze K jest ustalonym ciatem algebraicz-
nie domknietym, S := K{[z,y]], m := (z,y), f € m*\ 01 R := S/(f).
Pierscien R nazywamy osobliwoscig krzywej. Ponadto zaktadamy, ze
f = fi- fay1 dla szeregéw nierozktadalnych fi, ..., f,i1, przy czym
(fi) # (f;) dla i # j. Wtedy pierscien R jest zredukowany oraz pier-
scienn R, jest regularny dla kazdego idealy pierwszego p C R réznego
od m/(f) (tzn. R jest osobliwoscig izolowana). Ponadto R ~ S/(F) dla
pewnego wielomianu F' € K|z, y] oraz (0,0) jest punktem osobliwym
krzywej {(a,b) € K* | F(a,b) = 0}.

Poniewaz dim(R) = 1, wiec skoniczenie generowany R-modut M jest
(maksymalnym) modutem Cohen-Macaulaya wtedy i tylko wtedy, gdy
Hompg (K, M) = 0. Kategoria CM(R) modutéw Cohen—Macaulaya jest
kategoria Frobeniusa oraz Qg(M) € CM(R) dla kazdego M € CM(R).
Poniewaz R jest osobliwoscig izolowana, wiec kategoria CM(R) posiada
ciagi prawie rozszczepialne, przy czym 7p = Qg. Wiadomo rowniez,
ze Q*(M) ~ M dla kazdego M € CM(R) bez wolnych sktadnikéw
prostych.

W konsekwencji powyzszych faktow otrzymujemy, ze kategoria sta-
bilna CM(R) jest Hom-skoniczong kategoria triangulowalna, w ktorej
funktorem przesuniecig ¥ jest funktor odwrotny do Qg. Zauwazmy
jednak, ze Q3 = Idom(r), wiec ¥ = Qp. Latwo pokazaé, ze kategoria
CM(R) jest kategoria 2-Calabi—Yau. Obiekt M € CM(R) nazywamy
klastrowo odwracajacym, jesli

add(M) = {X € CM(R) | Exty(M, X) = 0}.
Poniewaz kategoria CM(R) jest 2-Calabi-Yau, wiec
[X € CM(R) | Exth(M, X) = 0} = {X € CM(R) | Ext(X, M) = 0}.

Z powyzszej definicji wynika, ze jesli M € CM(R) jest obiektem
klastrowo odwracajacym, to Exth(M, M) = 0. Wiadomo, ze jesli R’ =
K{[z,y,z]]/(f) jest osobliwoscia hiperpowierzchni, to

Exty (M, M) = DHom(M,7M) = D Hom(M, M) # 0
dla kazdego niezerowego M € CM(R'), gdyz réwnos¢ dim R’ = 2 im-
plikuje, ze 7 = Id. W szczegélnosci, w kategorii CM(R’) nie istniejg,
obiekty klastrowo odwracajace.
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Przez reszte referatu T; := S/(fi--- fi), 1 < i <n, T := @, T,
oraz B := Endx(T). Ponadto zakladamy, ze fi,..., fuy1 & m2.

Twierdzenie (Buan/Iyama/Keller/Reiten).

(1) T jest obiektem klastrowo odwracajacym w CM(R).

(2) B jest skoriczenie wymiarowq algebrg symetryczng.

(3) Kazdy nieprojektywny B-modul nierozkladalny jest okresowy o
okresie 4.

(4) Kolczan Gabriel Qp algebry B jest podkotczanem kolczanu

ﬂﬂﬂ O

- PR n
zawierajgeym kolczan
N~ Y ~— ~— n,

przy czym w wierzchotku 1 jest petla wtedy 1 tylko wtedy, gdy
(fi, fir1) #m.

Twierdzenie (Dugas). B jest algebrg okresowq o okresie 4.

Dla dowolnej permutacji o € S,41 zbioru {1,...,n + 1} definiuje-
my T7 = S/(foq)  fow), 1 < i < n, T° := @, T, oraz B :=
End (7).

Twierdzenie (Buan/Iyama/Keller/Reiten).

(1) T?, 0 € Spi1, s¢ wszystkimi bazowymi obiektami klastrowo od-
wracajgcymi w CM(R).

(2) Dla kazdej permutacji o € S,11 algebry B i B? sq pochodnie
rownowazne.

Pokazemy teraz, ze jesli szeregi fi, ..., fni1 spelniaja warunki:

(1) (fl: f2) 7é m 7& (fna fn+1)7

(2) (fi,flqu) =m, dla ¢ = 2,...,71— 1,
oraz n > 4, to algebra B jest dzika. Przyktadem takiej rodziny szeregow
sq szeregi

z, x_)\2927 $_)\3y, Ty LU—)\n_ly7 ‘T2_)\le7 Yy

dla parami réznych niezerowych skalaréw Xo, ..., \,. Zauwazamy, ze
kotczan (Qp jest postaci

Cili=2i=37= 0D |
a wiec jest 2-regularny. Zatem, gdyby algebra B byta oswojona, to
z twierdzenia o triangulacji wynikatoby, ze istniataby permutacja f
zbioru strzalek taka, ze f2 = Id oraz s(f(«)) = t(a) dla kazdej strzatki
a. To jest jednak niemozliwe dla n > 4.
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Zdefiniujemy teraz specjalne osobliwosci zwane minimalnymi osobli-
wosciami eliptycznymi. W tej czesci zaktadamy, ze char K # 2. Zaloz-
my, ze 3 < p < q oraz %4—5 < 1. Ponadto A € K*, przy czym jesli
14 é = %, to dodatkowo A # 1. Niech

Tpq(N) = K[z, y]]/ (2" + 27 + Aa"y?).

Jesli % + % = %, to T, ,(\) nazywamy prosta osobliwoscia eliptyczna.
W tym przypadku (p, q) = (3,6), (4,4) oraz

Ts6(\) = K[z, y]]/(y(y — 2*)(y — Aa?))

Tya(N) = K[z, y]]/(zy(z — y)(y — Ay)).

Z drugiej strony, jesli ]lj + % < %, to

T g(N) = K[z, 9]/ (2" = y*)(a® — y"72)
(w szczegdlnosci, klasa izomorfizmu nie zalezy od ).

Twierdzenie (Drozd/Greuel). Jesli R jest zredukowang izolowang oso-
bliwosciq krzywej @ charakterystyka ciata K jest rézna od 2, to

(1) R jest nieskonczonego i oswojonego typu Cohena—Macaulaya
wtedy 1 tylko wtedy, gdy R jest minimalng osobliwosciq elip-
tyczng;

(2) R jest nieskoriczonego wielomianowego wzrostu Cohena—Macau-
laya wtedy 1 tylko wtedy, gdy R jest prostq osobliwosciq eliptycz-
ng.

Twierdzenie (Buan/Iyama/Keller/Reiten). Jesli R := T, ,(\) ¢ cha-
rakterystyka ciata K jest rowna 0, to

(1) istnieje obiekt klastrowo odwracajgcy w kategoriic CM(R) wtedy
i tylko wtedy, gdyp=3 12| q lub 2| p,q;

(2) liczba skladnikéw prostych obiektu klastrowo odwracajgcego w
kategorii CM(R) jest réwna 2, gdy p =3, i 3, gdy 2 | p.

Zauwazmy, ze
T32412(N) = K[z, y]l/(f1fofs),
gdzie
fl ::y_)\xQ’ f2 =, f3 ::y_$2’
jesli ¢ = 2, oraz
fli:$—yq, f2::x+yq7 f33:$—q2,

gdy ¢ > 2. Stosujac przedstawiong wczeséniej konstrukcje algebry B,
otrzymujemy B ~ A(Q, f,m,c), gdzie @ jest kotczanem

B
a61;2307
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permutacja f dana jest wzorem
fla)=8,  fB)=2, [f()=a  flo):=o0,
oraz
My = (, mg := My = My = 1,
i
Co = A, Cg 1= Cy i1 =Co =1

Podobnie,
T2p+2,2q+2(>\> = K[[x7y”/(f1f2f3f4)a

gdzie
Ji =z — Ny, f2 =y, f3 =, Jii=z—y,

gdy (p,q) = (1,1), oraz
=y =z, fo=yite,  fs=2"+y,  fa=a -y,
gdy (p,q) # (1,1). W tym przypadku otrzymujemy B ~ A(Q, f,m,c),

gdzie @) jest kolczanem

B o
a(;u;jz;;aiy,

permutacja f dana jest wzorem
flay=6,  fB)=2  fOO)=q
fl@):=n,  fn):=96,  [f(0):=o,
oraz
My 1= D, mg 1= My 1= My 1= Mg := 1, my, = q,
i
Co = A, CB 1= Cy 1= Cu 1= C5 1= Cp i= 1



