PRZESTRZENIE STYCZNE DO ROZMAITOSCI
KOLCZANOW (DYNKINA)

NA POSTAWIE REFERATU GRZEGORZA ZWARY

Przez caly referat zaktadamy, ze K jest ustalonym ciatem algebra-
icznie domknietym.

1. PRZESTRZEN STYCZNA

Przypomnijmy, ze jesli A = Klxy,...,z,]/(f1,---, fm), X = Spec A
oraz P € X, to przestrzen styczna TpX definiujemy jako jadro macierzy
Ofi
[ag]:j (P)]iF1 77777 m-
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Dla przyktadu, gdy X jest zbiorem zer wielomianu 2® — v w K2 i
P e X, to dimg TpX = 1, gdy P # (0,0), oraz dimg T(oo)X = 2.
Podobnie gdy & jest zbiorem wspoélnych zer wielomianow xz i yz oraz
P = (z,y,2) € X, todimg TpX =1, gdy z # 0, dimg TpX = 2, gdy
z=01 (x,y) # (0,0), oraz dimg T(g,0,0)X = 3.

Jesli X jest podzbiorem domknietym (w topologii Zariskiego) w K",
to zaktadamy, ze X = Spec K[X], gdzie K[X]| = Klxy,...,x,]/T(X)
oraz Z(X) :={f € Klzy,...,z,]; f(X) = 0}.

2. RozMAITOSE REPREZENTACJI

Dla kotczanu @Q oraz wektora d przez repg(d) oznaczamy rozma-
ito$¢ reprezentacji kotczanu @ o wektorze wymiaru d, tzn. repy(d) :=
[ocg, Moy xdyo) (K). Grupa GL(d) := [];c, GLq4,(K) dziata na roz-
maitosci repg(d) zgodnie ze wzorem

(g * M)a = gt(a)Mag;(L)'
Dla M € repg(d) piszemy Oy := GL(d) * M. Naszym celem jest opis
TyOy dla N € Oy, Zauwazmy, ze jesli N € Oy, to Ty Oy = TN,5M‘
Jako przyktad rozpatrzymy kotczan () postaci

1<—2.

Ustalmy wektor wymiaru d. Dla r = 0,1,...,d := min(d;, dy), niech
M, bedzie reprezentacja odpowiadajgcag macierzy

)

{0} = 5]\40 C @Ml (GIEEENE 5Md = repQ(d).

Wtedy
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Pokazuje sig, ze ideat 7 (6Mr) jest generowany przez minory rozmiaru
r + 1. Stad wynika, ze jesli s < r, to Ty, Op, = My, xa, (K), podczas
gdy przestrzen Ty, Oy, sktada si¢ z macierzy postaci

il

a wiec jest wymiaru r(dy; + dy — 7).
Rozwazmy teraz kotczan () postaci

10

i reprezentacje M kotczanu () odpowiadajaca macierzy

il

Wtedy Oy jest zbiorem wszystkich 2 x 2 macierzy nilpotentych oraz
ideal Z(Oy,) jest generowany przez wielomiany x1,4+9s (Slad) i 211290 —
T12221 (Wyznacznik). Zatem przestrzen ToO,, sklada sie z macierzy o
sladzie 0, a wigc jest wymiaru 3.

3. ROWNANIA OPISUJACE DOMKNIECIE ORBITY

Ustalmy reprezentacje L kolczanu @) i ustalmy jej prezentacje pro-
jektywna
P"— P — L —0.

Dla dowolnego X € repg(d) mamy indukowany ciag doktadny

0 — Homg(L, X) — Homg(P', X) 2 Homg(P", X),

zatem Homg (L, X) = Ker ®. Zauwazmy, ze ® jest macierza w postaci
blokowej, ktorej bloki sa kombinacjami liniowymi iloczynéw macierzy
XO” o< Ql.

Dla przyktadu, jesli @) jest kotczanem

<223
i L jest postaci
0~ K~"K,
to ® = [X,Xj]. Podobnie, gdy @ jest kotczanem

i L jest postaci
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to & = [AX, — Xj]. Wreszcie, gdy @ jest kolczanem

2<% 1

i L jest postaci

to

o [XoXe =X, 0
0 X, —X;|

Niech Zy;; bedzie ideatem w pierscieniu K[repy(d)] generowanym
przez wszystkie minory macierzy ® rozmiaru k—dimy Homg (L, M)+1,
gdzie k jest liczba kolumn macierzy ®. Mozna pokazac, ze ideal Ty,
nie zalezy od wybory prezentacji. Definiujemy,

IM = Z IM,L = Z IM,L-

Lerep(Q) Leind(Q)/~
Wtedy Zy; € Z(O);). Réwnowaznie,
Oy C Cyy = Spec(K[repg(d)]/Zar)-
Twierdzenie. Jesli () jest kotczanem Dynkina typu A, to
Ty =Z(Oy).

Twierdzenie. Jesli ) jest kolczanem Dynkina lub rozszerzonym kol-
czanem Dynkina, to

Jesli @ jest kotczanem

i M jest reprezentacja odpowiadajaca macierzy
00
1 0

Iy =T +Zus,

to
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gdzie S jest reprezentacja odpowiadajaca macierzy [0]. Stad
Iy = (211022 — T12T21, xfl + X12%21,
T1a(T11 + T22), To1 (11 + T22), T35 + T12T21).

Zauwazmy, ze /Iy = Z(Oy), ale Ty, # I(Oy), gdyz 11 + 290 & L.
Co wiecej, ToOnr # ToChy, gdyz dimg ToCpy = 4.
Mozna pokazaé, ze gdy M jest reprezentacja

ol (o]
KT K7 K,
o] 19]

to vZu # Z(On).
4. PRZESTRZEN STYCZNA I SAMOROZSZERZENIA
Jesli N € Oy to
TnOn C TxOn € TnCir € Ty repg(d),
wiec
TnOy/TnOn € TnCai /TnOn € Ty repg(d)/TnOn ~ Extg (N, N).

Jesli U iV sa reprezentacjami, to przez £(V, U) oznaczamy podzbiér
przestrzeni Ext(lg(V, U) sktadajacy sie z ciagoéw

c:0=-U—-W-—=V-—=0

takich, ze ciag Homg(L, o) jest doktadny. Wtedy &€ jest K-podfunkto-
rem funktora Extég.

Twierdzenie. TNCM/TNEN = g(N, N)
Twierdzenie. Jesli () jest kolczanem Dynkina, to
TnOn = TnCay.

W dowodzie powyzszego twierdzenia przydatng role odgrywa naste-
pujacy lemat.

Lemat. Jesli

0V 0o Vv
oraz W € Oy, to [92] € TyOyy.

S FIRES L

Zauwazmy, ze zatozenia lematu oznaczaja, ze N = U@V oraz mamy
cigg doktadny
0—=U—=W—=V—=0.



