LICZENIE PUNKTOW ROZMAITOSCI I WIELOMIANY
HALLA

NA POSTAWIE REFERATU STANISEAWA KASJANA

1. OGOLNE SFORMULOWANIE PROBLEMU

Niech X bedzie schematem zdefiniowanym nad Z. Przez ¢y ozna-
czamy funkcje zdefiniowang wzorem

px(q) = |X(Fy)l.
Chcemy badaé, czy py € Z[t] (precyzyjniej, czy istnieje F' € Z[t] ta-
ki, ze px(q) := F(q) dla kazdego q). W powyzszej sytuacji bedziemy

mowic, ze py jest funkcja wielomianows.
N+1_q

Dla przyktadu zauwazmy, ze @an(q) = ¢ oraz ppn(q) = < =
Ponadto,

vary (@) =@ =" —q) - (" =" ).

Aby pokazaé, ze nie zawsze @y jest funkcja wielomianowa, rozwaz-
my krzywa X dang réwnaniem y?> = 2 + ax + b. Przypomnijmy, ze
jedli krzywa X jest nieosobliwa (réwnowaznie 4a® + 270* # 0), to X
nazywamy krzywa eliptyczna. Hasse udowodnit, ze jesli X jest krzywa
eliptyczna, to

1X(F)l —a—1] < 2v/q.
Niech 0 < 0, < 7 bedzie takim katem, ze
|X(F,)| —q—1=2/qcosb,.
Hipoteza Sato—Tata (potwierdzona dla szerokiej klasy przyktadow) mo-
wi, ze dla dowolnych 0 < a < <,

< N:a<f,< B
].lm |{p = a =~ q = 6}| — %/ Sil’le d@,
N300 [{p < N} a

co wyklucza mozliwosé, ze px € Z[t].

2. ZLICZANIE PODMODULOW

Niech A bedzie skoniczenie generowang i wolng Z-algebra. Dla ciata
k piszemy A¥) .= A ®y k. Zakladamy, ze istnieje zbior I, taki, ze dla
kazdego ciata k istnieja A®-moduty M;(k), i € I, ktéra tworza uktad
reprezentantéw klas izomorfizmu nierozktadalnych A%®)-modutéw. Po-
nadto zadamy, aby wymiar dimy Hom w) (M;(k), M;(k)) nie zalezat od
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k (te wspélna wartosé¢ oznaczamy dim Hom(M;, M;)). Jesli a: Iy — N,

to definiujemy
- @i

i€lp
Przyktadem takiej algebry jest A = Z[t]/t". W tym przypadku, I, =
{1,2,...,n} oraz M;(k) := k[t]/t'. Podobnie, gdy

Y/ 7
A= [o Z[t]/t”} )
to Iy :={1,2,...,n} x {0,1}, oraz

Mig(k) = (0 = k[t]/t]) i M(k) = (k £ k[t)/1).

Innymi przyktadami takich algebry sg algebry postaci ZQ), gdzie @) jest
kotczanem Dynkina.
Dla o, 8,v: Ix — N i ciata k, niech

XD (k) :={U < Mg(k) : U ~ My (k) i Mg(k)/U ~ M,(k)}.

Wtedy X7 &~ Jest Z-schematem i ktadziemy gp(w = Pap Wiadomo,

ze jesli A = Z[t]/tY lub A = ZQ dla kolczanu Dynkina Q, to gofw g
funkcjami wielomianowymi.

3. WSPOLCZYNNIK WIODACY
Jesli
O = pt" + an 1"+ -+ ag,

to z twierdzenia Langa—Weila wynika, ze a, jest liczbg sktadowych
maksymalnego wymiaru schematu X'.

4. WIELOMIANY HALLA
Aby pokazaé, ze gpgﬂ sg funkcjami wielomianowymi, mozna poste-
powaé nastepujaco:
e pokazac, ze go’f , Jest funkcja wielomianowa dla dowolnych i € Iy

oraz. 3, 7
e poprzez indukcje na dim End(M,,) pokazaé, ze go?w jest funkcja
wielomianowa.

Aby wykonaé krok inducyjny, zalézmy, ze o = o + o (a wiec M, (k) =
M, (k) ® M. (k) dla kazdego k). Wtedy mamy réwnosé

) 8 _ B p
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ktora jest konsekwencja tacznosci w algebrze Halla. Stad
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Z zatozenia indukcyjnego

Z gofé,’pgog,,ﬁ - Z ¢i,7a,/w§7 € Zlt] i o € L.
p 0Fo

Korzystajac z obserwacji, ze jesli F, G € Q|[t] oraz % € 7 dla nieskon-

czenie wielu m € Z, to g € Q[t], dostajemy, iz gogV € Q[t]. Poniewaz
dodatkowo ¢, . jest wielomianem unormowanym (gdyz odpowiednia
rozmaitos¢ jest nieprzywiedlna), wiec ¢ € Z[t].

Powyzsza strategia zostala zastosowana z powodzeniem przez Autora
oraz Kosakowska w przypadku A := [% Z[t]Z/tn }



