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8§ 1. ZASADA P, LEVY'’EGO.

B.M.Brown /[5])/, uzyskat w 1971 roku nastepujgcy

rezultat.
TWIERDZENIE.

. Niech ¥ = { X o5 1€k gks neN} bedzie tablica rézmic
martyngatowych wzgledem ciggu filtracji z = {El} P Vi
={Fos Ok gik ) o Nieon o, { +o0; 1€k<k,
n€EN; 1 niech speinione bedg warunki

2 B (X | Ty I

1<k {k,
2 i
B(xS. T ()3 A>eNF —>0; €50
1$kZ< ( nk ( nk )] n,k-—’l) p

Woéweczas cigg {Sn = Xnk } neN sum wierszowych

tablicy § Jjest zbiezny wg rozkiadu do standardowego rozkiadu
normalneg—'c.)- N/0,1/ O

Latwo zauwazyé, ze Jjesli zmienne tablicy :_f_: sg w wier-
szach niezalezne i ¥, = x(;k ::G-\( X055 3 ék), T
wyzszego twierdzenia sg warunkami Tw.Lindeberga-fellera.

Tw. Browna Jjest wiec uogdlnieniem klasycznegd rezultatu
dla niezaleznych zmiennych losowych. Uogdlnienie to skonstruo-
wane Jjest wg reguly, ktéra nazywana bedzie Zasadg P.Levy’ego
/Paul Lévy byt autorem pierwszych twierdzeh granicznych dla

martyngatéw - [24] /.



Niech T ()u) bedzie twierdzeniem granicznym /TG/

0 zbieznoéci do 2 rozktaddéw sum zmiennych losowych niezalez-
nych. Pod tym pojeciem rozumiane jest twierdzenie, ktérego
teza méwi, ze £ (8)) :'c('lsfiv—skh Xnk)i Mooe zalozenia sg
postaci

19 T {Xnk; keN, neN} jest tablica niezaleinych w wier-
szach zmiennych losowych

2/ £3( kg B(ey (X ))--0s E (81 (Xak)) , ...)-—}hi()‘) ; i€ I,
gdzie I Jest zbiorem przeliczalnym, fi sg Tunkcjami borelowski-
mi na NO‘XR“ s 81 — funkcjami borelowskimi na R'], a hi (}J)

tworzg uktad liczbowych charakterystyk rozkiadu }A .

ZASADA P. LEVY’EGO /ZL/

Z twierdzenia T (’A) uzyskujemy twierdzenie T'(}L)
prawdziwe dla d ow o 1l n e J tablicy §= J\Xnk} zmiennych
losowych poprzez
/i/ zemiang warto$ci oczekiwanych w warunkach tw. T ( )na

a ) 5ci oczekiwane g. z2le
warunkowe wartosci oczekiwane gl(Xnk) wzgledem Tn,k—-’} 3

gizie T ={Fn} . dest ciagien takich filtracji, ze

cigg 3_:_11 & {Xnk; kelN}* Jest adaptowany do E? ‘—”{Tnk;
ke N, )‘ ; n€N.

/1ii/ zastgpienie w warunkach tw. T (}A) zbieznoséci ciggdw liczbo-
wych przez zbileznosé wg prawdopodobienstwa otrzymanych w punk-~
cie /i/ zmiennych losowych.

Twierdzenie skonstruowane wg ZL nazywane Jjest martyn-

gatowym twierdzeniem granicznym /NTG/.



Pierwszym MTG byio przytoczone juz Tw.Browna. Dalsze
przyktady realizacji ZL znalaziy sie w pracach: A.Dvoretzky
[91] /1971 = centralne MTG, przypadek skoiczonej wariancji/,
B.M.Brown, G.K.Eagleson [7] /1971 - przypadek zbieznoéci do
rozktadodw nieskonczenie podzielnych ze skoiczong wariancja/,
A.Ktopotowski [ 22] /1977 - zbieznoéé zaleznych wektordw loso-
wych w 'Rd do rozklédu nieskoiiczenie podzielnego/, H.Walk [38]
/1977 = uvogdlnienie Tw.Browna na przypadek zmiennych losowych
o wartosciach w przestrzeni Hilberta/, A.Jakubowski [19] /1980
-uogbdlnienie twierdzen pracy [22] do przypadku przestrzeni
Hilberta/.

Jak pokazat J.Rosifski [33] /1981/, w dowolnej, rzeczy—
wistej i osérodkowe] p rzestrzeni Banacha, ZL
Juz nie funkcjonu]e. |

Niedawno, I.Helland [15] , udowodnit, ze z CMTG wynikaja
centralne twierdzenia graniczne dla martyngaidéw typu lcLeisha
/0273 , 1974/. Tym samym oba nurty MTG zostaly ujednolicone.

Roéwnolegle do MTG rozwijane byiy ich funkcjonalne odpo-
wiedniki /prace B.l.Browna (6], D.L.McLeisha [27], H.Rootzéné
(321, R.Durveta i S.I.Resnicka [8] , P.G8nsslera i H.Hauslera
[101/. Uzyskaty one ostatnio naturalne rozszerzenie na przy-
padek semimartyngaidéw, w pracach R.Lipcer, A.Sziriajew /[26],
1980/ i J.Jacod, A.Ktropotowski, J.iemin /[17], 1982/.

Nalezy podkresli¢, ze Z.L. nie Jest udowodnionym twierdze-
niem: kazde z wymienionych wyzej MTG, wykazywane bylo‘oddziel—

nie, w sposdb oparty na oryginalnym dowodzie odpowiedniego



twierdzenia dla sum niezaleznych zmiennych losowych z po-
konaniem licznych trudnosci natury technicznej. Ponadto
wszystkie te twierdzenia stanowig odpowiedniki mniej, lub
bardziej szczegdlnych przypadkdw rozwigzania centralnego
problemu granicznego. A w sformutowaniu ZL jest mowa o d o -

wolnym TG.

§ 2. TRESC PRACY

Celem pracy jest dowdd Uogdlnionej Zasady P. Lévy’ego
/UZL/ w rzeczywistej, oSrodkowe] przestrzeni Hilberta, oraz
pokazanie najwazniejszych zastosowan UZL: martyngatowych
twierdzen granicznych dla sum zmiennych losowych o wartos-
ciach w przestrzeni Hilberta i ich funkcjonalnych odpowied-
nikoéw.

P. Lévy’ego.

88 ﬂﬁi 2.majg charakter przygotowawczy i zawieraja
ogdlne fakty dotyczace stabe] zbieznos$ci rozktaddéw na prze-
strzeniach metrycznych.

W § 3.definiujemy uktad podstawowy (X% 6) dla twier-
dzenia granicznego oréz wprowadzamy prognozowalne chakakte -
rystyki rozktadu Fiﬁh) sum wierszowych S (6m) /Jjako sploty
)lnk - regularnych rozktaddw wérunkowych Xnk wzgleden

nkr P@Q” an/

14k<6

Podstawowe zwigzki miedzy sumamifs(ﬁm)a rozktadami

losowymi }LGLQ badane sg w § 4: mein. w Tw.A /4.4/ pokazano,



ze z clasnoséci prognozowalnych charakterystyk {P(GM)}MG)N

wynika ciasnoéé sum {S(SM)}M’eN,

§ 5. zawiera dowdd UZL - Tw. B./5.1/, a w § 6. dyskutowany
jest.sposéb uproszczenia tego dowodu w przypadku skoiczenie
wymiarowe]j przestrzeni Hilberta.

Uogdlniona Zasada P. Lévy’ego stwierdza, ze zbieznoéé wg
p-stwa prognozowalnych charakterystyk )A(G'M) do /nielosowego/
rozktadu }A, :

/%/ )L(Gm) -;—7 B

pocigga ciasnoéé ciggu sum {S(Sm)}#m/jest to oczywiste

w Swietle Tw.A/, oraz fakt, ze kazdy rozkiad graniczny y dla

ciagu&,(S(Gm)) speinia rdéwnanie w splotach:

/R Ve P P

W szczegdlnoéeci, jezeli jedynym rozwigzaniem powyZszego rdw-

nania Jest }1, sumy S (6m) sa zbiezne wg rozkiadu do }A "

Tw. B. nazwane zostato U o g ¢é 1 n i on g ZL z naste—~
pujacych powodow:

/i/ Jezeli }L jest rozkiadem i T (}A,) jest twierdzeniem granicz-

nym /dla niezaleznych zmiennych losowych/, to tatwo pokazacl,

ze warunki tw. T '(}«.) implikuja zatoienie /Z/ Tw.B. Jezeli
ponadto M jest jedynym rozwigzaniem rdéwnania /R/, woéwczas ZL

/dla W i twierdzenia T (P,)/jest wnioskiem z Tw.B.

/ii/ Zatozenie /7/ moze by¢ sprawdzone przy pomocy innych
metod, niz opisana w punkcie /i/, a wiegc Tw.B. moze
funkcjonowaé niezaleznie od ZL.

UzL, w przedstawionej formie, pozostawia otwarty problem,

czy L(S(G,D)é )L w przypadku dowolnego ,), . By¢é moze, ogranicza-

-
§



Jac sig¢ Jjedynie do ZL 1 odpowiednio wzbogacajgc przyjeta de-

finicje twierdzenia granicznego, mozna zapewnié automatyczne

speinienie warunku jednoznacznoéci rozwigzania réwnania /R/.

W kezdym razie, problem Jjednoznacznoséci graniéy nie wystepuje
W znanych autorowl konsekwencjach Twe.B.

Rozdziai II zawiera przykitady zastosowan UZL - martyngalowe
twierdzenia graniczne.

W§ 7, w oparciu o rozwigzanie CPG w przestrzeni Hilberta
- 8 procédur¢ randomizacyjna /Stw. 7,2,/, dowiedzione Jjest MTG
dla sktadnikéw warunkowo infinitezymalnych = Tw. C /7.3/

Podany jest réwniez przyktad nietrywialnego MTG, w ktérym zmien-
ne losowe nie muszg by¢ warunkowo infinitezymalne /Tw. 7.5/.
Twierdzenie to pokazuje, ze zakres zastosowan UZL jest istot-
nie szerszy, niz klasa twierdzen mieszczgcych sig w Tw.C.

Z Tw.C %atwo jest uzyskal centralne twierdzenie graniczne
dla tablic rdznic martyngazowych /TRM/ ~ Tw.8.2, ktére charak-
teryzuje sie szczegdlng prostotag nakiladanych warunkdéw. Dowdd
Tw. 8.2. w przypadku nieskoiczenie wymiarowym przeprowadzony
jest w § 8. 7

Wreszcie w § 9, dyskutowane sg mozliwoéci uogdlnienia Tw.B.
pod kgtem zastgpienia zbieznosci prognozowalnych charakterystyk
do nielosoweg o rozkiadu przez, wydawaioby sig,
bardziej adekwatng do stosowanego aparatu, zbieznosé do roz-
kiadu losowego.

W Przykiadzie 9.1. pokazano, ze ze zbieznosci /L/-/L@i&:i?
:3>;}LQ¢», gdzie }b(:";)jest istotnie losowym rozkiadem,

¥
nie wynika w ogdlnosci, zbieznosé L(S@'m)) = E)k .



Ckazuje sie¢ Jjednak, ze istnieje pewna klasa ukiadow
podstawowych /ciggi normowane/, dla ktérych zatozenie zbiez-
nosci /L/ jest warunkiem wystarczajgcym do peinego okreslenia
granicy. Fakt ten stanowi tresé Tw. 9.2. Wnioskiem z Tw. 9.2.
jest TG dla ciggdw Scisle stacjonarnych /Przykiad 9.3./.

W Rozdziale III badane sg funkcjonalne odpowiedniki MTG,
Jjako konsekwencje UZL.

Pojecia teorii funkcjonalnej zbieznodcli procesdw oraz
przystosowane do potrzeb pracy podstawowe rezultaty /Pw.10.1/
unieszczone sa w § 10.

W § 11. wprowadzono pojgcia ukiadu podstawowego (QQIE};;)
dla funkcjonalnego twierdzenia granicznego, ciggu procesdw
{Xn = Xn(ﬁ,. E&'Zn\}meugeneroxllanego przez ukiad podstawowy
i ciggu prognozowalnych charakterystyk rozkiadu {}:m,}m,em

procesdw {Xn\- neEN .

Funkcjonalna Zasada P. Levy’ego - Tw. D /12.1/ - okazuje
sie wniogkiem z UZL i Tw. 10.1. Zastosowanie /w formie naj-
bardziej ogdlnej/ FZL do uzyskania odpowiedniego funkcjonal-
nego MIG, utrudnione jest przez brak odpowiedniego twierdzenia
dla procesdéw o przyrostach niezalezinych. Luk§'t¢ zapelnia
Tw. E /13.2/, dowiedzione w § 13. Natychmiastowsg konsekwencja
Twel 1 FZL Jjest Twe F /13,6/ - funkcjonalne martyngatowe
twierdzenie graniczne. Z kolei, przy pomocy Tw. F., wykazana
Jjest czesé dostateczna zasady niezmierniczosci dla TRM w prze-
strzeni Hilberta - Tw. G./14.1/. Koniecznoééhwarunkéw”Tw.G.
sprawdzona Jest czeéciowo w oparciu o jednowymiarowsg wersje

tego twierdzenia /[ﬂd]/.



W Uzupeinieniu przytoczone zostaly po pierwsze: podstawowe
pojgcia aparatu miar losowych /§ 15/ - uzywane w pracy bez
uprzedniego wyjasnienia - i po drugie: kryteria ciasnoéci miar
losowych /Tw. 16.1 1 wnioski/, stanowigce podstawe techniki
stosowanej w pracy. Mimo, ze rezultaty § 16 nie sa bezposred-
nio zwigzane z tematyks pracy, autor zdecydowai sie na ich
zamleszczenie ze wzgledu na brak zrdder zawierajgcych odpo-
wiednik Tw. 16.1.

Wszystkie rezultaty dotyczgce sitabe] zbieznoséci miar na
przestrzeniach metrycznych, z ktérych skorzystano w pracy bez
podania odnosénikdw do 1iteratury, zaczerpnieto z ksigzek
P.Billingsley "Convergence of Probability lMeasures" i K.R.
Parthasarathy "Probability Measures on lMetric Spaces'. Po-
dobnie, jako Zrdédio wykorzystanych faktdéw z teorii martyngatdw

stuzy¢ moze ksigzka J.Neveu "Discrete-Parameter Martingales™.



Rozdziat I
UOGOLITIONA ZASADA P. LEVY?'EGO

§ 1. Staba zbieznosé miar na przestrzeniach
metrycznych.

Niech (‘}l,d,) bgdzie osSrodkows i zupelng przestrzenig
metryczng z metrykg d. Oznaczmy przez 3% 6~ algebre¢ pod-
zbiordéw borelowskich ‘}K .

Pod pojgciem "miara na '§, " rozumieé bedziemy 6 - addy-
tywng i nieujemnag funkcje na 3(}( .

Niech Ju(%) bedzie zbiorem miar skoiczonych /tzn.M€ J“@(),
jesli M(R) < +w/.

DEFINICJA 1.1. Ciag {Mn} sl © Ju(‘ét)g'est stabo zbiezny

do Mo € Ju(’x) y Jezell ma miejsce

/17 £ (x) My (ax) (2 (=) Hea(ax) 5 £ e CB(H),

gdzie CB QM,) Jest przestrzenia funkcji ciggiych i ograniczo-
nych na % . Zapisujemy: I = e O

Stabag gzbieznosé w N(ﬂ)moin& znetryzowaé w sposdb

osrodkowy 1 zupeiny przy pomocy tzw. metryki Lévy?’ego-Procho-
rowa /zob.[29] , [30]/. W szczegdlnosci,w przestrzeni du('x)
nastepujgce wiasnos&ci podzbioru S{CJu(‘x)sac rownowazne.

/i/ MCM(’R) Jest relatywnlie zwarty /tzn. kazdy nieskoiczony

podzbiér zbioru X posiada punkt skupienia w Ju('“) /

713/ ‘kaM(M jest warunkowo zwarty /tzn. jego domkniecie X
Jest zwarte w gM@(') /
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Kluczowg rol¢ w badaniu stabej zbieznosSci miar odgrywa
TWIERDZENIE 1.2. /Prochorow,[BO]/
Zbiér {Mi} ieT< JM(}){,) jest relatywnie zwarty wtedy
i tylko wtedy, gdy speinione sg warunki
/1.2/ sup Mi("ﬂ.) {4+
reXl .
/1.3/ dla dowolnego €0 istnieje zwarty podzbidr Kg < (R

o wiasnoécl sup M (K¢ )< € O
nvEL

Zbiér{l‘ﬂi} ieT© JU (’j{) speiniajacy /1.3/ nazywanmy
jednostajnie ciasnym /lub krécej: c iasnym/.

Zauwazmy, ze zbisr J,(R)= { veM(@); u (@)= 1}
Jest domkniety w topologii stabej zbieznos$ci /a wiec z topo-
logig indukowang z Ju(%) moze by¢ réwniei zmetryzowany jako
przestrzei oSrodkowa i zupeina/. Elementy JU‘AQ‘) nazywaé bedziemy
rozktadami na ﬂ i w sytuacji, gdy nie jest istotne, ze pocho-
dzg one od pewnego elementu losowego w 'R y Oznaczal begdziemy
matymi literami alfabetu greckiego A, /A , V.

vieon {1} pai= 1% #(@Rn,Fa, Po) —> (%, 340}
bgdzie cliggiem mierzalnych elementdéw losowych w 'R
Stabg zbieznosé rozktaddw ciggu {Xn} :
/s 5(x)= 2 0 171 poexld = £(Xoo)
na o0gbdi wygodniej jest zapisywaé jako zbieznoéé

{Xn} wg rozktadu /wH / do X @

/1.5/ Xn W Xog ¢

Podobnie, zgodnie z tradycja zapoczgtkowansg przez

L.Le Cama méwimy, ze cigg {Xn} jest ¢ iasny, jezeli
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rozktady {,l: (Xn)} spetniaja /1.3/. 7 Tw. 1.2, wynika, ze
W rozpatrywanym przez nas przypadku /'® - przestrzen polska/

pojecia ciasnosci ciggu {X i relatywnej zwartosci

n} neN

ciggu {i(Xn)}m.elN sg réwnowazne. -
Zbieznoéé¢ wg p-stwa / z p-stwem 1/ ciggu '(Xn)'neN

mierzalnych elementow losowych w R a0 nierzalnego elementu

losowego Xoo Oznaczaé bedziemy w zwykly sposdb:

/1.6/ Xn—Pé Xoo /X, —> Xoo P - p.w./

§ 2. Zbieznosé¢ wg rozkiadu zmiennych losowych
0 wartosciach w przestrzeni Hilberta.

Niech H bedzie oSrodkowg i rzeczywista przestrzenig
Hilberta z iloczynem skalarnym <- ).

Mierzalne elementy losowe w (H)%H) nazywaé bedziemy
zmiennymi losowymi w H.

Poniewaz H jest osrodkowsa, O~ algebra zbiordw bore-
lowskich 3‘_‘ jest generowana przez ciggie Ifunkcjonaiy liniowe
na H:

/2l By = 6({',y> ; ljeH)

Element losowy X :(Q. :}',P) —> H Jest wiec zmienng losowsg
w H, .jer/';eli dla kazdego (dG,H funkeja <X, y).‘ (Q-,:F,P)—?R‘
jest rzeczywists zmienna losows na (Q,F,P).

Istnieje prosta charakteryzacja sitabej zbieznosci
rozktaddw na H /a tym samym i zbieznoséci wg rozktadu zmien-

nych losowych w H /.



T

A
Przypomnijmy, 2e funkcjg charakterystycznag }k roz-
kiadu W€ JU,A(H) nazywamy odwzorowanie

/2.2/ H3I y l——?}/)‘\—(%% = Jemo (1 <7y x>) plax)

TWIERDZENIE 2.1. /[29]/.
Niech {’LM,}M,G'TJC Ju‘(“‘)b@dzie ciggiem rozkiaddéw na H.
Ciag {HP}MGN jest stabo zbiezny do Pros /}L,,L %}Lm/ wtedy

i tylko wtedy, gdy spinione s3g nastg¢pujgce dwa warunki:

/2.3/ ciag ‘(}"M}MN Jjest relatywnie zwarty
/2.4/ }?n (v)> }L/:Ay) 3 Y EG,
gdzie G Jjest pewnym gestym podzbiorem H [

W przypadku skoiiczenie wymiarowe] przéstrzeni Hilberta,
warunek /2.%/ wynika z /2.4/, jesli tylko G zawiera pewne
otoczenie zera.

Jezeli dim H = + 00, niezbedne Jjest oddzielne kryterium
relatywne]j zwartosci rozktaddw na H. Krybterium takie podat
Parthasarathy /[29]/. Oparte jest ono na pojeciu warunkowo
zwartego zbioru S - operatordw.

Nieujemnie okreslony, symetryczny operator T : H—>H
nazywamy S-operatorem, Jjezelli w pewnej bazie ortonormalne]

{e;};eNCH posiada on skoiczony $lad:

/2.5/ tr (T) = Z(Tei, e;» <+

=1
Latwo dowodzi sie, ze $lad S-operatora nie zalezy od

wyboru bazy. Zbidér S-operatordw na H oznaczaé bedziemy przez ’5
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Niech {Tm}neN c ,b . Powiemy, ze Tn zmierza do

Too / W N/, jezeli

[2.6/ tr (T} —> tr (Teo).
/2.7/ <Tny,§> —> T 9,§> ' yeH.

Tak okreslong zbleznos$¢ S-operatoréw, mozna zmetryzowad
W sposdb osrodkowy i zupeiny, przy pomocy sekwencjalnie
clggtego odwzorowania ?) na zbidr nieujemnie okres$lonych,

symetrycznych operatordéw Hilberta-Schmidta:
11/2 : }Bé? KI/E

/2 (py= 11/2

Latwo jest teraz poda¢ kryterium warunkowej zwartosci
zbioréw w 5 y opierajgc sig¢ na nastepujacym ogdlnym kryterium

zwartosci w przestrzeni Hilberta:
TWIERDZENIE 2.2.

Podzbidér K osrodkowe] przestrzeni Hilbérta jest wa-
runkowo zwarty wtedy, i tylko wtedy, gdy jest ograniczony
i skoncentrowany na skonczenie wymiarowych podprzestrzeniach,

tzn.

/2.8/ sup IXN 400 .
xeK
oraz w pewnej bazie ortonormalnej {e;_} C H

/2.9/ sup d";(x)——) 0 .
xeK N=% o=

gdzie

o %
/2.10/ d“NZ(x) = %(x‘eﬁ . xeH .
m:
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Jezeli K ¢ H Jjest warunkowo zwarty, woéwczas /2.9/

ma miejsce w dowolnej bazie ortonormalnej. [
WNIOSEK 2.3.

Podzbidér BOC’b Jjest warunkowo zwarty w topologii
wyznaczane] przez zbieznosé /2.6/ - /2.7/ /kroéotko: warunkowo

zwarty/ wtedy i tylko wtedy, gdy

/2.41/ sup tr(T) £ + o0

TeN,
/2.12/ sup Z <T€..,|e> 5 0
TE bo =N

gdzie {Qi}jest pewng bazg ortonormalng w H.

Warunkowa zwartosé ’So pocigga /2.12/ w dowolnej
bazie {ei}c H. O

Mozemy juz w tej chwili sformutowaC podstawowe kry-

terium relatywnej zwartodci w JU,A(H) :
TWIERDZENIE 2.4. /[29]), zob. réwniez [111/

Podzbidr { }LO(}O(GA c Ju‘(ﬂ)jest relatywnie zwarty wtedy,
i tylko wtedy, gdy dla kazdego € >0 istnieje warunkowo
zwarty zbidr S—operatordw -{Td‘s ; oL GA)’ = ’) 0o wtasnos$ci

/2.13/ 1 - Re (},,’\_L(.p) < <T°‘l9\ﬁ|%> t € ﬂeH €A O

§ 3. Ukiad podstawowy dla twierdzenia granicznego.
Prognozowalne charakterystyki rozkiaddéw sum
wierszowych.

Niech dla kazdego h€IN, (Q-m M,P)begazle przestrzenia
z filtracjg, tzn. przestrzenia probabilistyczng (52\,,“ M‘?M) 3
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na ktérej okreslony jest wstepujacy ciag Sf'n 2{?111«:} ke N
L 0

B - podalgebr ?n :

/3 %, e F < F_  ; keNy,neN.

n,k+1
Dla kazdego m€N, niech 3_§_;_, & '{Xnk} keN bedzie

ciggiem zmiennych losowych o wartosciach w H adaptowanym do

filtracji :f_g :{?nk} KEN, * tzn. dla kazdego K €N zmienna

X Jest F . - mierzalna:
/3.2/  6(x,)e ¥,  keN,neN.

Pare (_3:; lg) % ('{}_@}nem '{3',,.},,,6“) nazywamy tablicg g

/zmiennych losowych/ adaptowans do J .

W celu uproszczenia oznaczen, bez zmniejszenia ogdl-

noéci mozna zakozyé, iz wszystkie obiekty tablicy (% ,:f) s3

okreslone na tej samej przestrzeni probabilistyczne] (,_Q.F,?).
Istotnie, begdziemy wypowiadaé¢ twierdzenia graniczne
0 rozkizadach pewnych zmiennych losowych {YM)' okreslonych na
(ﬁlml?m‘PM) uzywajgc warunkdéw nakiadanych na rozkiady innych
zmiennych losowych {ZM)‘, roéowniez okreslonych na (ﬂplg;.,a»).
Widoczne Jjest wigc, %e mozna przyjad (-52-,?;, P) =(Qxr&, ¥ ...,
$ ® c}}-@);' .y Py x Py x .. ) i rozpatrywaé zamiast ])Ym}
zmienne {Ym} bedgce ziozeniami Y/"' i projekcji na n-tg wspdi-
rzedng, a filtracje ?n na (Szn’gn’ Pn' utozsamiaé z ich
obrazami przy naturai_n-;;m wtozeniu 6 -algebry na wspdirzedne]
w 6 -algebre produktowa.
Ustalmy (_}__,'g) . Niech dla kazdego n€N
/3.3 6 (%, F_, p)—> Ny

bedzie skonczonym momentem zatrzymania wzgledem filtracji
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¥, ten.

/3.4/ '{611 = k}e?nk ; k€ No’ n€N .

DEFINICJA 3.1. Uktadem podstawowym dla twierdzenia granicz-
nego /krotko: uktadem podstawowym/ be¢dziemy nazywaé trojke
(; ‘g ' g), gdzie _}_: jest tablicg adaptowana do _ff ,Qa §=‘{6M}neN
j;st ciggienm mome;téw zatrzymania /3.%3/. U B

W oparciu o uktad podstawowy (% 3' 6)kons‘cruujemy
dwa podstawowe obiekty badan: cigg sunm ”JleI'oaOVVyCh {S(am)}meN
i ciag {H(GM)}”LGN prognozowalnych charakterystyk rozkiadu
ciggu {5(6',,,\}.

Symbolen 5(6,4») oznaczal bedziemy sume /losowg/ n-tego
wiersza tablicy x do momentu 6

/354 SEm)() = Z ka(w)

ALK
W /3.5/ przyjmujemy konwencag

/3.6 D
1¢k<0
obowigzujaca do konca pracy.

Aby zdefiniowal elementy ciggu {“(6.”0}’ wybierzmy
dla kazde] pary (n,k)g INxN regularng wersje }*mk rozkiadu
warunkowego zmiennej losowe] an wzgledem ? 0, k1 /z0b.[5],
Rozdz.VI./. Przypomni;jmy; ze odwzorowanie

/3.7 ik * Bpx &2 —> [0,1]
Jest rozkiadem losowym na H /por. Uzup./:

/3.8 ppk(c W) e U, (H) . e S

0 wtasnoséci

/5:9/ §2 (x) Ui (A, 00) = E(f(ka)\Tmlk.ﬁ(u) P- puw0.

dla kazdej funkcji f mierzalnej na H i takiej, ze E\{l()(,,\k\kwo'
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Prognozowalng charakterystyke rozkiadu sumy 5(6,.)
okreélinmy wzorem

7390/ (Bn)( ) 1= Ml @)% Phang (W) % oes * Mg, (100

ktory w skrécie moZemy zapisaé w postaci
J

/5.’1’!/' }1(6‘,0 = H Memic

N$ k<6,
W /3.10/ 1 /%.11/ uzylismy konwencji

/3.12/ %] = 8§,
A4k<0
Miara losowa }1(6) Jest wyznaczona modulo P. Istotnie,

Jjezell wybierzemy inng tablice { mk} regularnvch rozkzadodw

warunkowych, wéwczas P (,A. (6',,.)#’4,(6',,.]3 { U {Mmk"é}’LmK»)
Zeuwazmy na koniec, zZe w dei‘iriicjl ukkaau podstawowego

(g_,g ‘§) elementy ciggu § mogg byé¢ p.w. skoficzone, tzn. speinia-

Jjace warunek

/3.13/ B(6,<+oe) =1; meN.

Modyfikacja definicji /3.5/ i /3%.10/ przez okresélenie np.

5(%620, }1(6',,.\= 50113 zbiorze {6‘ = ¢ 00} nie zmienia Dbo-

wiem rozktadéw wielkosci 5(6',,.) % P.(G",,,\,

§ 4. Ciasnos¢ {SEm} ai ciasnost { u(ew}.

Rozpatrzmy dwa najprostsze przykiady ukiaddw podsta-
wowych.
PRZYKEAD 4.1, Niech X = {X,, } bedzie dowolna tablica zmien-

nych losowych na (Q.,T,P) | §= {6’,,\'.(52.;3..‘:)) — No} dowolnym

clggiem zmiennych losowych o wartodéciach w Wo . Potdzmy TnKET
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dla (n,k) e NxNg . Woéwczas P(G',;,): 85(6‘) o G,

PRZYKELAD 4.2. Jezelli dla kazdej pary (n,k)elNz‘ zmienna

X Jest niezaleina od ‘:Fn,k-’l oraz zmienne S'nE. Kn € N,

sg nielosowe, wtedy miara )A(G”b: P'(k") jest rozkiadem sumy
s(k). O

W obu przedstawionych sytuacjach zbieznostc wg roz-
ktadu sum S(6,) jest réwnowazna zbieznos$ci wg rozkiadu miar
losowych }A.QG,,.\ . Nastepny przyktad pokaze, ze fakt ten nie
ma miejsca w przypadku Ogélnym.

/l

PRZYKEAD 4.%. Zaldzmy, ze H = R'. Niech an} bedzie

neiN
ciggiem zmiennych losowych o rozkiadzie normalnym N (O,n).

Potdzmy

X

i

/% X4 X, ==X ,%, =0;k>2 neN.

n’ ~nk
{¢‘Q-},ka=6'(xm) ; k¥4, neN.

/4e3/ Gns 24 ne N .

n)

i

/52, F

Dla tak zdefiniowanego ukiadu podstawowego (

ex

‘Z|§_'\ mamy
/4./ S(6)= 0

/45 WB,)= T (0m) % &_y

Dla dowolnego yG‘R’l, y#0O zachodzi wige

/4.6/ B p/(?s“m\(y) = e,‘%z”‘eo.

7 [4.6/ wynika w szczegblnoéci, iz Zaden podcigg ciggu
{EP.(G',,.)}MGN nie jest stabo zbiezny; tym samym, na podstawie
Wn. 16.4., zaden podciag ciggu {,;(6',,\)} nie jest ciasny. O
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Ciasnosé ‘{S(Sm)}mu nie pocizga wiec ciasnoéci

{N(?‘m\}mem . Pokazemy, Ze ma miejsce implikacja odwrotna.

Wprowadzimy najpiem|niezb¢dne oznaczenia.
Niech },Le.M,‘(H). Symetryzacy]a H nazywamy
rozktad lP\Z okreélony wzorem

2 —
(%77 \/u\ P= Mt
gdzie F, Jest rozkiadem symetrycznym wzgledem }A /jesli
ACH, to - A.—:{_ X3 XGA)/:

/4.8/ F.(A): = M(- 4).
' Symetryzacja \}).lzjest elementem zbioru JU,:(H) - zbioru

rozkiaddw o nieujemnygh funkcjach charakterystycznych:
* 3 A :
/%.9/ xf\k4(H): = {}4 e ) ; PE) 70, yEH}
+
Latwo zauwazyé, zZe zbidr Jll4 (H) Jest domkniety w du4 (H)

i,w konsekwenc ji, metryzowalny jako przestrzein osrodkowa

1 zupeina.

TWIERDZENIE A /4.4/

Niech (}: "}"'g) bedzie ukiadem podstawowym.

P RRERT 2 . .

Zatrbzmy, ze ciag {l};(ﬁ',,)\ }MGJN jest ciasny. Wowczas
cigg {S(G‘m))mem Jest clasny wtedy, i tylko wtedy,gdy ciasny
jest ciag {P(Gm)}meﬂ‘l-

W szczegdlnosci, z ciasnos$ci ciggu prognozowalnych
charakterystyk {H(S'M\)MGN wynika ciasnoéé ciggu sum wier-
szowych {S(G’M)}mew
DOWOD. Zauwazmy, ze druga czg¢éé twierdzenia wynika natyche

miast z czgscl pierwszej i nastepujgcego lematu:
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. LEMAT 4.5.

Jezeli ciag {P(G'm\}meN jest ciasny, to ciasny jest
réwniesz ciag {IH(SM)P}I\&G'N )
DOWOD. Ciag {l P,(G'M“"} jest obrazem ciggu { ’A(ﬁ',,.)} przy
cigglym odwzorowaniu M —> (}L,F\ — M*}—" =|H\z . O

Aby udowodnié czg¢sc pierwszg twierdzenia, pordzmy:
7490/ A(6p) 1 = pM(Bn) * S_g(s,)
Pokazemy, Ze ciasnoséé ciagu {7)(6},3\) implikuje réwnoczesng
cigsnoéé ciggoéw {}A(Sm)} i J\‘S~S(Gu)} /réwnowaznie: {M(s'm)}
1 {SEm}/
LEMAT 4.6.

Niech {Pm}melN g {"m}meN bedg ciggami rozktaddw
losowych na H. Ciasnosé¢ kazdych dwdch sposrdd ciggdw {}*m}’

{\Jm), J\P,M'l VM} pocigga ciasnosé trzeciego.

DOWOD. RozwaIZmy element losowy ( }LM,VM> W ((M,A(H))Z' i funkcjo=-
nax 7 ¢ U, (W) x i, (H) — cM,,(H)
/4.11/ F (f‘,,v) = M¥V
F Jjest ciagiy na ((M,l(H»Z‘ ; Jezeli wiec “"MS i {Vm} S8
cliasne, {F(Pm\}h» Jjest réwniez ciasny‘.

Zatbézmy teraz ciasnosé np. {Pm} i {}Lm* Vm} . Okresélamy
runkejonat G = oly(H) X dU,(H) — U, (H) x U,(H) |
a2/ 6 () = () pe V)
7 zalozenia, {G(pmlvh)} jest ciasny /w (JMA(H))Z I
Niech {m,/}CIN bgdzie dowolnym podciggiem. 7 ciasnosdci {G(Fm:,v,,)}

wynika, 1z mozemy znalei¢ podcigg {M”} G {m’} taki, ze

{G(}Lm,,,vm,,)} Jest zbiezny wg rozkiadu w (MA(H))Z- . Skorzy-
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stajmy z podane]j przez Aldousa /[2], L. 26.3/ wersji.' Tw.
Skorochoda o reprezentacji /ciggdw zbieznych wg rozkiadu/.
Ne mocy tego twierdzenia, istnieja: 1/ przestrzen probabili-
~N N ~e ~ ~ Vv
styczna (52-,?,3) oraz 2/ ciagi miar losowych {(qu,'\\;mu):(g’?l?)?
—?@MA(H))L} speiniajace warunki
~ ~ 35 3
/437 ‘C((Pm“)vm")) = L((qu)\)mu»
5§ 0@, o) * Vs (@)
/had/ (3 (Mmu(u),v"e(w)): (},Lmn(w), Mml(w)* m" (w jest
stabo zbiezny dla kazdego W€ S .
Z /[4%.14/ i Tw. 2.1, Rozdz.III,[29], wynika, ze dla kazdego
~ XN ~
Wedh ciag {\)Mu(w)} jest relatywnie / = warunkowo/ zwarty.
~
W szczegdlnosci -{vm\'} Jjest ciasny. Z /4.13/
/4’015/ -C(VM") = L(Vmu) 1
& wigc podcigg '{vm"} ciggu {))m!} jest ciasny. Wobec dowol-
nosci podciggu {m,') y Oznacza to ciasnosé {me .0
DOWOD Tw. 4.4 zekohczymy, pokazujac implikacje

/4:16/ /ciasnoss {\u@EN*}/ => /eiasnose {AEW} /.

Zgodnie z Wn. 16.4, wystarczy uzyskaé¢ relatywng zwartosé

{E)(G‘M\} przy pomocy podstawowego Tw. 2.4, tzn. dla dowolnego

€> 0 nalezy znalezé warunkowo zwarty cigg S-operatordw

{Tm's}herN , spetniajacy

/417/ 1 = Re (E)’(\s,.))(nﬁ) 4 (Tm‘gtﬂ,5> tE - %EH .
Ustalmy na chwile n€N i yeH i potdimy

exp (- 1 (v, S(k)>)-‘}i\(k.\(%) = 7\/{&)('@) 5 ; ke N,

| (I 5 ke

, keNg .

/4.18/ T,
/4197 2y

i

1

/4.20/F. = S‘“nk.



22

Latwo sprawdzié, Ze okreslone przez /4.18/ - /4.20/ wielkoséci
spetniaja zalozenia ponizszego lematu.
LEMAT 4.7.

Niech cilgg zespolonych zmiennych losowych '\j= {Yk}kGNo
bedzie adaptowany do ‘}' :{?k H keNo}, a E.: {Zk} keN bedzie
prognozowalny wzgledem E .

Zatbdzmy, ze
/4.21/ I, =1 p.w., lYkI é’l p.w. ; k€N,
/4e22/ 0 £ %, &1 pew. ;5 kEN.
/423 B (Y |Fpeq) = Ypq Z Dew. s KEN
Wowczas dla dowolnego p.w. skohczonego _?f- momentu

zatrzymania © , ma miejsce nieréwnoéé

/424/1-ReEY64E(Z(1—Za))

,1<)<
DOWOD. NiechU, : =1 -2 ~-Re¥ , +ReY, 5,:=0
=2 WUk = {Sm}me,“jest podmartyngatem wzgledem O .
/\<k<M. ‘ -
+ Istotnie:
E(Up | F,) = 1 -2, ~Re Y _, +ReE (T, |F, _,)

it

1~2_ ~-Re X +
n n—-_/l (Re Yn-’l ) Zn

=(1 - zn)(1 -Re ¥, ;) >

Stad dla NeN i 6 - momentu zatrzymania

/4.25/ B ('SGAN) > ES, = 0.
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Ale
/4.26/ Gerny =( 2 (1 -2.))- > (Re ¥, , ~Re ¥
RN (A$k$6'AN ) P 2
=(> (1-2.))-(1 -Re Tgpy)
ASK$6AN

Przy ustalonym WeiN mamy wiec z /4.25/ i /4.26/

/4.27/ 1 - Re gy & B(2 (1 -2,.))
A< K&$EAN

Gdy N—> +vovo , lewa strona /4.27/ zmierza do 1 - Re EYg

/bo & jest p.w. skoaczony/, a prawa roénie do E > /1 - 7 W o
AgKeE

Na mocy Lematu 4.7. oraz okresled /4.18/ - /4.20/

prawdziwa Jest nierdwnosé
/\ VAN 2
/4.28/ 1 - Re E A(6 ¢ (2 (A-1pmW ))‘, eH nelN
M) (‘ﬁ\ (A$k.$6m MMK \% ‘ﬁ !

Wyrazenie po prawe]j stronie /4.28/ moze oczywiscie przyjmowad
wartos¢ nieskonczona. |

Przypusémy, ze dla kazdego €0 istnieje cigg momen~—
téw zatrzymania "Cﬁ £ Gm oraz warunkowo zwarty cigg S-operato-

oW {Tm‘ﬁ} o wiasnoéciach
/4.29/ P (T L 6,) (€
fe30/ 3 (F (1= (D) & LTy y5ve ; yeH

AskéTE
Woweczas mozemy wykazaé /4.17/:
A
1 - Re BAGN7) ¢ 1 - Re 3 7\(’6“‘)('3\ *
+ Re E 7\(’{5)(% - Re E 7\(63.)(\3)
I (1 "Wnk(y)l )+

Akt
+ 2P (Tn ( Gm)
é<’l‘"£ y,y> + & +2&; yEH.
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W ostatnim etapie dowodu Tw. 4.4, zakiadajgc ciasnoéé
{\’L(Gm)‘z} znajdziemy momenty zatrzymania ’f,f €6, , speinia-
Jace warunki /4.29/ i /4.30/.
LEMAT 4.8.
Okreslamy /w oparciu o tablice M/ ciag {/M,(G'm\}

losowych S-operatordéw oraz cigg miar losowych {M (57»)}

/4.31/ <M(6'~)'jnﬁ>‘ . k< §;4 X el (d) naeH.
/was2/ - MEN)(A): \)kmk\ ({nxn>4}nA)  AeEy -

Jezeli ciag {lH(GM)\Z} jest ciasny, to ciasne sg
roéwniez ciggi {'[A(Gm\} i {M(GM)} )
DOWOD. Na przestrzeni & = NOX(JM:(H))OO /znaczenie symbolu
Ju:(H) - zob. /4.9//definiujemy dwa funkcjonaly

PR - (M:(H) ic:A—> ,bde(H) y gdzie

/4e33/ F ((n, (P«k.)KeN)) CE MR MLE LM,
/4347 G ((m, (}A‘k)kélN)) b= (Upn, Mm)

3 Un oraz Mn zadane sg wzorami

/4e35/ <U.hnl'ﬁ>-/\§zm {“x““}\j X7 Mz(db‘) ’, %GH :

/w360 1 (8) = 3 ety ayn A) ke Zy.

NAskéEm
Na podstawie Tw. ©.1., Rozdz.VI, [29], Jjezeli xne ‘2@

1 F(xy)—> 2, to  G(X,) Jest relatywnie zwarty.
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A wige, jezeli {F (X.)} jest ciasny/ {X,} pep - ciag
elementéw losowych w X/, to clasny jest réwniez cigg {G(Xn\>.
Istotnie, dowolny podcigg {Xn,) ciggu {Xn} zawiera podcigg
\xn..} taki, ze {F (Xn..)} jest sitabo zbiezny. Przechodzac do
~N

reprezentacji Skorochoda, mozemy zatozyé , zZe .f (Xn.,)=;(xn..)
iF (fl;“ Q) = }A(C)') . Stad G (Xnu (\3)) jest relatywnie zwarty

~ N '
dla kazdego (wefli W konsekwencji, ciasny w ’Dx M(H) Poniewaz
L(a (X:lu) = ,C(G (Xn..)) » dowdd L. 4.8. zostal zakonczony. O

LEMAT 4.9.
Niech ,{vnk ;ke[N'neN>' bedzie tablica skoniczonych
miar losowych, a 6'rl - zmienng losowg przyjmujgca wartosci

w Wo. Utwoérzmy cigg miar /losowych/:

/4237 1 (6) = 2 Vg
Ask<6,,

Niech dla C> O

/4.38/ T,(;' = Gn A sup {( Z;ugvmk(H) £ C}

Jezeli ciag {M (6',,.\) Jest ciasny, to dla kazdego C > 0
cigg {E M("cﬁ)} melN  dest relatymnie zwarty/w cM(H)/

DOWOD. Stosujemy Wn. 16.3. dla miar Moo= u (6',..)'
N, =u(z§) . O
LEMAT 4.10,

Niech {‘l‘nk ; keN)ne N} bedzie tablica losowych
S-operatordw, a 6'n - zmienng losowg przyjmujacg wartosdci
w INy. Niech

/439 T 6= 2. T = neEN
| A<k<6, !
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Dla C > O okreslamy

oy T.‘;’= 5, A sup (Q, .’Azttr(ka) éC)’ ; neN .
$ké

Jezeli ciag {T(G..)} jest ciasny, to dla kazdego
C 2 0 ciag {E’l‘(fc,‘;')}- jest warunkowo zwarty w 7) s

DOWOD. Niech {ei.} bedzie bazg w H. Zdefiniujmy c¢c i g gt e
odwzorowanie ’) na \M(N) /w N wybieramy topologie dyskretng/
w sposdb nast@pujécy: ‘
s/ Nar =it ¢ M(N)

WT({1)) =<Teg,es) 5 ieN
Rozwazmy ciggi miar losowych MT(G"‘) i MT (T'c‘)
Poniewas odwzorowanie T b I+ jest ciggie, cisgg {MT (6")}
jest ciasny; ponadto MT(T&)(N) = tr(T('Cf,)) £ C p.w..
Z V. 16.5., cigg {EI-JIT(T%)} c &M(’N) Jjest relatywnie zwarty.
Latwo jednak sprawdzié, ze

JBAT T () _ e

Z kryterium warunkowej zwartosci w ,) /MWa. 2.3/ wynika,
ze ciag {TM}C N jest warunkowo zwarty wtedy, i tylko wtedy,
gdy odpowiadajgcy mu /w ustalonej bazie/ cigg miar {MT"}C JM(N)
Jest relatywnie zwarty. Powyzszy fakt, oraz /4.42/ implikuja
warunkowg zwartoéd {E‘T('tf‘wmew O
LEMAT 4.11.

Niech (;.[-’ ‘z‘g)bedzie uktadem podstawowym.

Jezeli {1}4,(6'-.)\”) jest ciasny, to dla dowolnego £) 0
istnieja 1/ cigg momentdéw zatrzymania {”(E (s 6’..)} oraz 2/

zwarty ciag S-operatoréw {’l‘"'s} y bakie, Ze warunki /4.29/
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i /4.30/ sg speinione.

DOWOD. Wiech MU(6w) i M (6.) beds okreslone wzorami /4.31/
i /4.32/. 7 Lematu 4.8. wynika, ze (’M,(G‘,,)} i -{M(S',,})
clasne. Ustalmy €% O. Niech C > O Dbedzie tak.duze, aby
/(4.45/ sup P (1(6.)(H) > c) { &/,

/444 Sﬁip P (tr (‘U(Gn)) > C)  &/a

Zdefiniujmy nastepnie

/5/ s = 6, noswp {L N | a1 (x> 1) < C) . neN
s - su W
/44 e A<K<L‘S\{ux||<d}“m ek (@) < } e

"CM 4 ’I’h sg momentami zatrzymania, bowiem \Mm\ aeat‘}l k=1 =
mierzalnym rozktadem losowym. Jezeli teraz okreslimy rc&:q;h/\’ci’
to speiniony Jest warunek /4.29/:

P(TE<E) ¢ P(Th<E) + P(12<6n) <& |

Ponadto z L. 4.9., ciag {uiﬂ("ci)}c ‘M(H) jest relatywnie
zwarty; podobnie /L. 4.10/ ciagg{E’lL(’l:")} 5 Jest warunkowo
zwarty. Poniewaz E Iu(:;&) 'U,("cﬁ')l EM (’t ) { EM (q;‘l) /, wiec
ciggi {h M(rr,vg,)} i {.ul\u('th)} sg réwniez relatywnie zwarte.

Nie¥dla L > O zachodzi

/on7/ E (YE) (XY L) €

Potdzmy:
funne/ (egyy = 2 EUYY + 2 <4<|xu<:3 X EM(78) ()

{Tn’e}mem Jest warunkowo zwartym ciggiem S- -operatoréw i spei-

niony jest warunek /4.30/:
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B (1 - I V) < 4 8 ) (o)
(= L -paer) TE(Z e S )

¥ E% JpmP(rasL)
zfin’igﬁp F EM(E) (> L)
£<Tn’£'él‘ﬁ>+ E. O
Zauwazmy na koniec, Ze w L.L. 4«8. - 4.710. zmienne
losowe zatrzymujgce sumowanie n iekoniecznie
musiaty by¢ momentami zatrzymania. Zalozenlie to byio nato-

miast niezbedne w dowodzie nierdwnosci /4.28/ /L. 4.7/.

§ 5. Uogblniona Zasada P. Lévy’ego.

Przyktad 4.5. z poprzedniego paragrafu pokazuje, ze
na ogdt zbieznosé /lub rozbieznosé/ }A,(G,..) nie ma Scisiego
zwigzku z asympletycznym zachowaniem rozkiaddéw sum S(G',..) .
Zbadamy teraz najprostszg,i jednoczesnie najwazniejszg
sytuacjg, w ktorej znajomosé siabej granicy ciggu {’L(sm\\j

daje peing informacje o siabe] zbieZnoéci{S (6‘..)) .

TWIERDZENIE B /5.1/ /Uogdlniona Zasada P. Lévy’ego/.

Niech (§,§|§) bedzie uktadem podstawowym, & )AG&M4(H)-
rozkiadem na H.

Zatdzmy, ze clgg prognozowalnych charakkerystyk
zmierza wg p-stwa do }1:
5.1/ }l(sm) :P:> P- g
Wtedy cigg {L(S(s'"‘))}nemjest relatywnie zwarty, i jezeli Y
Jest punktem skupienia ciggu '{.C(S(Sn»} s to ma mi-ejsce oW
nosé

/5:2/ Vip =p2.



29

A
W szczegbdlnosci, Jezeli funkcja charakterystyczna }L jest

rbézna od zera na zbiorze gestym w H, ciag {,{,(S(s'mﬂ} jest
stabo zbiezny do M

DOWOD. Zauwazmy, ze wystarczy dowiesé zwiagzku

/5:3/ B exp {1 <T56) —> M (y)

dla wszystkich takich y€ H, ze }2(@#0

Istotnie, jezeli }1,(6’,,,).) P to ciag {M(Gn)}nen(aest ciasny

i Tw. 4.4, daje nam relatywneg zwarto.sc cliagu {&(S(GM))}méN .
Przypuséémy, ze ma miejsce /5.3/. Jezeli wzdiuz pewnego pog—
ciggu -{(V\} S(S(Gn\) >V, to E exp (i{y, b(6,.l)>)—-—> v \33 l‘jGH
i w szczegdlnodeil v(»ﬁ p(m , jesli tylko %\% 0.

Oznacza to, ze dla dowolnego YE€H

A A A %
/550 () wly) = (plp)”
a powyzszy zwigzek Jjest zapisem /5.2/ przy pomocy funkcji
charakterystycznych. W przypadku, gdy ;A\, jest rdézna od zera
na zbiorze gestym w H, réwnanie /5.2/ ma jedyne rozwigzanie
y = }J. }L Jest wigc Jedynym punkbtem skupienia relatywnie
zwartego ciggu i(s(&-\) .

W dowodzie warunku /5.3/, funkcje podobng do roli
L. &.7. w dowodzie Tw. 4.4., speinia nastepujacy
LEMAT 5.2.

Niech _3_: bedzie filtracjs, a ! = '{Yk}keNo 1y E-_‘: (Zk}ke‘N
ciggami zmiennych losowych zespolonych.

Zatdzmy, ze g Jjest adaptowany do _ff, g Jjest prognozo-

walny wzglegden 3: 1 majg miejsce warunki:
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/5+5/ 3{ 1, lYk‘ é 1 pewse 3 k€ N .
/5.6/ |2, | §1 pw.; keN.
757/ E(Yk|$‘k_1) =Y, 4 %, ; KEN.

Dla dowolnego £ 0 i dowolnego F - momentu zatrzymania

© speiniona jest nierdéwnosé

/5.8/ |B, g - 5, (TT zb)]g

0 Ysk¢6
Z + 4 - E,(T1Z
Cup (!;‘L o <€) gfol‘sﬂ“gk E‘,(Mol

gdzie dla prostoty zapisu oznaczono

Eou:m-lm CR() = E(T()

DOWOD. rowadszmy ciag
/5:9/ ’Mm IT1Z, ; meN, .
A$k<n~.

{’Mmﬂ jest prognozowalny i z warunku /5.6/ ma wiasnosé

lUM+Il: Iuny\z"vﬁ-l\ é lel
Niech £ 0. Poiézmy

/5.10/ T : = sup{nm ,l’uw\>£}

Poniewaz ciag ﬁ’MM]‘ Jjest prognozowalny, T Jjest momentem
zatrzymania /niekoniecznie skoiczonym/. Twierdzimy, ze ciag
{VM}IMQIN y okx'eslon,y wzorem

/59 V = (um.t) Yonhe mE N,

Jest ograniczonym przez 1/g /z definicji % i /5.5// martynga-~
iem o wartosSciach zespolonJch. Istotnie:

/5.92/ V_ I('r<m-)(U,...~c) Yoert + I( fc>,m~)QUmm\ Yomat
: v’I £ V2

i

1}



A

Na zbiorze {'t(lm)r {7 ¢ m- 4}

Moo Yownz = Ui Ymt

V;l jest wige F,_,— mierzalne i ponadto

/5.13/ V) = T(w<m) ¥y .
Na zbiorze {mst}(e 3;.,,-,,) many Tam= m, stad
2 -1 ( ng) U,;".Ym, i dalej

m
/5.44/ B (Vi |Fpan) = I( m4%) Uy E(Ym \Tm ’I)
1 (mS't) um 4 n-1 Zp

]

I (met) v,

Rownosci /5;15/ i /5.14/ pociggaja

755/ BT, _4) = T(v<m) V4 + T (vypm) vy, =V

W konsekwencji, zastosowanie Tw. Dooba do regularnego mar-

tyngalu.'<Vh} daje nam

/[5:16/ B, Vg =V, =1 p.w.

Z /5.16/ wynika

/517/ £ Ug= E Vg E Ve = By (Vg 5,Ug)

Opierajgc sie na /5.17/ mozemy teraz oszacowaé

1518/ |By¥s - B Ug| & |Eote - Egtent| + |Botgq - Eo (VglUs))
+ |2, (VgUg)- =, (Vg E,Usq)]

Pozostaje zauwazyé, ze

/599 |¥e - Yenr| & 2 1(¥<6) =2 1( TT 12.|¢€)

z /5.5/ i def. X /5.10/
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-1
/5.20/ | Igar - TgUg | = IYGA"c - Tear (Usat) 'us"

<= TT oz | 1(wee)

T<ksE

£ 21(TT Iz <g)
A$ KsE

z def. Vg /5.11/, /5.6/ i def. T /5.10/.
/5.21/ |VgUs = Vg B s | & %]'“6‘ Eo’\r{s]

bowien |Vg| & % ,
Caikujac stronami nierdwnosci /5.19/ - /5.21/ wzgleden PO
i uwzgledniajgc /5.18/, otrzym{ijemy /5.5/, O

Wrdénmy do dowodu Tw. 5.1. Niech y€H bedzie takie,

aby I‘”\"(VA\ # O. Ustalmy m i poidzmy w L. 5.2.

T, = exp [i (y,4§kxmi>>
2t = Pl) (= 3 (e (170 Ty INF o) 2w )
e = 3l

Zatozenia L. 5.2. sg speinione w sposdéb oczywisty, stad

dla momentu zatrzymania 6, zachodzi
' /\
/522 |3y 559 (350 SED) - 2o JB)
20 (1RGN ()¢ 214G )
A -1 N A\
+2 |w@) By, ] MEN) - Zoy M (Em)()]
Poniewaz P(Gh) ? M » maja miejsce zwiazki

/5.23/ p(e,n)(y)-e }/»(\3\ , \geH



/5.24/ B }x/(gm)(lg\ -»? }ﬁ(lg) ; ‘;]GH-
sead 5, | W) — Epo(WEy)l=> 0 oraz P(ENpI<AIAE

—>0, jesli tylko )'L(y)%o. Ostatecznie

/5.25/ B exp (17, S(&)))—‘;-} F-(lg\ | Y€ {13, f;'(lg)?wh ,
Po scatkowaniu obu stron /5.25/ otrzymujemy /5.3/ [
Zauwazmy, ze na o0gdt /5.25/ jest rezultatem silniej-
szym, niz /5.3/ /6 -algebry Tno nie muszg by¢é trywialne/.
Nastg¢pujgce wzmocnienie /5.25/ wykorzystane zostanie w Roz-
dziale IITI /przyjmijmy oznaczenie }*o (6'..) dla regularnego

rozkiadu warunkowego 8(6'.;) wzgledem F /
WNIOSEK 5.3.

Jezell funkcja charakterystyczna miary Me\MA(H)jGSt
rézna od zera na przeliczalnym podzbiorze gestym G C H,
i jesli P(G».) %,A. y TO warunkowe rozkiady S(G‘n) wzgledem
P

?no zmierzaja wg p-stwa do i

/5.26/ M, (60 ? W

DOWOD. Tw. 5.1. gwarantuje zbieznosé i(S(ﬁ'.)): E)Ao(sh) = }J- '

ciag {);,0(6,,.)) jest wige /zob. Wn. 16.4/ ciasny. Niech Y

/rozklad/iosowy/ b@dzii punktem skupienia { }AO(SM)}. Wtedy
MG (y) <> V() ; yel

wzdiuz pewnego podciggu {mf) . Ale 'z /5.25/ Q(y) = p’(uﬂpw,

WE G, 1 stad

/5.27/ 2 ({w; v(@:;ﬁ): P(@(i{ Ve)(y) = )*('3))) =4 .0
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Jak zaznaczono we Wstepie, problem, czy /5.1/ iﬁpli—
kuje oL (SEW) => M dla dowolnej miary u , pozostaje otwarty.

Tw. 5.1. nie moze by¢ uogdlnione na przypadek dowolnej,
osrodkowe]j przestrzeni Banacha - odpowiedni kontrprzykiad
zostal podany przez J.Rosidskiego [ 33].

Pilerwowzorem dla Tw. 5.1. byto Twierdzenie B z pracy
autora [19], w ktérym précz zatozenia /5.1/ przyjmuje sie

dodatkowo

/5.28/ sup Wxh — r :
mssn“"“‘( >£) = 0 : €>0

Dowéd: Tw. 5.1. przy silnym zatozeniu /5.28/ jest znacznie
prostszy, niz dowdd przedstawiony powyzej /tzn. oparty na
Tw. 4.4/. Poigczone warunki /5.1/ i /5.28/ daja bowiem jawne

wyrazenia pozwalajgce na bezposrednie sprawdzenie ciasnoéci

sum {S(Gv\\)’ .

§ 6. Przypadek skoniczenie wymiarowej
przestrzeni Hilberta.

Niech przestrzen Hilberta H Dbedzie skodczenie wy-
miarowa:
/6.1/ dim H £ + oo,

Latwo spostrzec, 2e w takim przypadku dowdd Tw. 5.7
Jjest catkowicie oparty na L. 5.2.

Istotnie, warunek

. A A

/6.2/(=/5.3/) Eexp(m(!é,ﬁ(sn») —> MY) ; e {lﬁ, M(@#O}.
Jest konsekwencjg nierdéwnosci /5.22/ /danej przez L. 5.2/

oraz warunku



59

N

/6.3/ (= (5.23)) Ms,.)(.g)? ,’;(.3) . ‘AGH ,
ktéry, z kolei, wynika z zalozenia
/6.4/ (21541) () =

}/l y Jako funkcja.?charakterystyczna, Jjest ciggia w OGH .
1 dlatego zbidr {;y; ﬁ(y)#‘ O} zawlera pewne otoczenie zera:
OeAcH. Na mocy /6.2/, na A ma miejsce zbieznoéé funkecji
charakterystycznych sum S (6n) do funkcji ciécgle;j W zerze.
Fakt ten implikuje ciasnos¢ sum {S(6w)}.
Dowéd:. Tw. 5.1. przy dodatkowym zaitozeniu /6.1/ jest zakon-
czony. »

Pozostaje Jjeszcze wyjasnié¢ zwigzek miedzy podstawowym

zazozenien /6.4/, a warunkiem /6.3%/.
STWIERDZENIE 6.1.

Niech {Mm} bedzie ciggiem rozkiaddw losowych na H,
a M€ \M4(H)- rozktaden /nielosowym/ na H.
Jezeli dim H < + oo , to nastepujace warunki sa réwnowazne.
/i P M
/ii/ }i\m(‘ﬁ)—‘;) A veG
gdzie G Jest dowolnym gestym podzbiorem H, zawierajgcym
otoczenie zera. |
DOWOD. Odwzorowane JUA(H)3V —> {,‘(‘4)6 C‘ jest ciagle,
warunek /ii/ jest wiec oczywista konsekwencja (4,) .
Zatézmy /ii/. Z Tw. Lebesgue’a wynika, zZe

B fin(7) —> )
na pewnym otoczeniu zera. Implikuje to rélatywna zwartosé

cilggu (E}Lm)’ . Na podstawie Wn. 16.4. ciagg {}Lm} jest ciasny.
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Dalej rozumujemy tak samo, jak w dowodzie Wn. 5.3.

Oczywiscie, Jezeli dim H = #+ oo, warunek /ii/ jest
istotnie stabszy niz /i/.

Wykorzystujgc przedstawiong metodg, iatwo jest podac
dla miar losowych, analogiczng do Stw. 6.1., charakretyzacje
zbieznosci wg r oz k% adu. W§ 9 zobaczymy, ze
z punktu widzenia martyngalowych twierdzeh granicznych, Jest

to niecelowe.
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Rozdgziat II
MARTYNGAZOWE TWIERDZENIA GRANICZNE

§ 7. Martyngatowe twierdzenia graniczne dla skitadnikoéw
warunkowo infinitezymalnych.

llartyngatowe twierdzenie granhiczne dla sktadnikodw
warunkowo infinitezymalnych /w skrécie MTG /I/ /, to skon-
struowane wg Zasady P. Levy’ego uogbdlnienie rozwigzania
centralnego problemu granicznego /CPG/ dla sum niezaleznych
zmiennych losowych.

Pokazemy, jek uzyskaé¢ MTG /I/, stosujac Uogblnionag
Zasade P.Levy’ego.

Przypomnijmy najpierw podstawowe tezy rozwigzania CPG
w przestrzeni Hilberta /wg Varadhana [ 377, zob. réwniez [ 29],
Rozdz.VI/.

Niech ¥ ={ %y 5 1¢k (ks nEN} bedzie tablica nieza-
leznych w wierszach zmiennych losowych o wartosciach w H.
Zatdzmy, Ze zmienne tablicy§ sg Jednostajnie infinitezymalne,
tzn. B |

LW PNz . W X
ACKek, (¥ 7€) =0

Wowczas klasa mozliwych rozkiaddw granicznych dla sum
wierszowych pokrywa si¢ z klasg rozktaddéw nieskoiczenie po-
dzielnych, tzn. takich rozkiadow Ko ze dla kazdego mel%

istnieje rozkzad PM 0 wiasnosci

172/ }J_ - (}Lm)#m
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Rozktad }L Jjest rozkiadem nieskofczenie podzielnym
wtedy, 1 tylko wtedy, gdy jego funkcja charakterystyczna
jes% postaci
/7.3/ ;l(y) = exp( idy,ad) - %(Sy,y) + fK(y,x) M (ax) )
gdzie agH, S jest S-~operatorem, M - miarg spektralng
Lévy'’ego, tzn. 6 ~-skohczong miarg na ﬁH 0 wiasnosciach

/7.4 f  Wxi*M(dx) <+ 00
{nxngay

/7:5/ WQUXIyC) <+ @ 5 €30
/7.6/ H{0Y) = 0

W /7.3/ funkcja K(y,x) jest okreslona wzorem

177/ K(75%) = exp (1 <7,xY) = 1 - i<y,x> h(lxn)

gdzie funkcja h : RT — [0,4] zadana jest przez

/7.8/ h(x) =[ 1 0<&x S%
-ax+ 2 Adx¢A
0 x>

W lstocle, nie jest wazna konkretna posta¢ /7.8/ funkcji h,
lecz jeJ ciaggtosé oraz fakt przyjmowania wartodci 1 w pewnyn
otoczeniu zera oraz wartosci O na zewngtrz pewnego otoczenia
zera.

Przy ustalonej funkcji h, reprezentacja rozkiadu nie-
skodczenie podzielnego }1 przez trojke /a, S, M/ zadeng
w /7.3/ Jest jednoznaczna; nazywamy jé reprezentacja Levy’ego

rozktadu }k 1 oznaczamy

/17.9/ p=Ua s M)
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W przypadku, gdy M =0, rozktad £ /a,S,0/ nazywamy rozkiadem
gausowskim o wartosci $redniej a i operatorze kowariancji S.

Rodzina miar Lévy’ego na H Jest podzbiorem zbioru miar
6 -skonczonych na XH i speiniajacych warunki Y 7Bl L f7.8),
czyli sgkoiczonych na zewngtrz kazdego otoczenia zera i nie
posiadajgcych atomu w zerze.

Oznaczamy zbidr takich miar przez
/7.10/60-JH(\-\)

Zbidr borelowski A e‘BH nagywamy zbiorem ciggtoséci miary
u e b”o-(M(H) , Jezeli
/7.11/ 04 A, u(2A) =0
gdzie JA = ZnA_‘:' Jest topologicznym brzegiem A. Rodzine
zbiordéw ciggtosci miary M€ G'O—JM(H) oznacza¢ bedziemy symbolem
/7.12/ §,- Cont M.

Miéwiny, Ze rodzina A C?H determinuje zbieznoéé
W G:,‘tM(H) y Jezeli dla dowolnego ciggu {Mn}me-ﬂ = 6"0"<M(H)
takiego, ze Mm(le:E) = 0, zbieznosé
1713/ ME(A) =y ME(A) ; Andixlie) € 6-(otMog A€
pocigga zbieznosdé
/7.4 ME 1 => Mf, (w MExI2EY) )
gdzie M&(A\= MM(A n'UIXIIZS)-\ ] hEN, mozna traktowaé jJako
elementy przestrzeni JU({IIXID/&}) .

Z ratwe] modyfikacji Wnioskéw 1 i 2, é.tr. ’15,[4],
wynika, ze dla dowolnej miary M€ b5 J\A(H) mozna znalezé
Przeldiczaln g rodzine \QC 6~ Cont I, ktéra deber—

minuje zbieznosé w G;-JU(H) A
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TWIERDZENIE 7.1.

Niech tablica g:: = { X i 1 gksk'ﬂ,nélN} niezaleznych
w wierszach zmiennych losowych o wartosciach w H speinia
warunek jednostajnej infinitezymalnoséci /7.1/.

Rozwaimy warunki / X, = X h(NX ) /
/7.15/ Z P(X S A>—>M°°(A); Aed .
/7.16/ Z_ Ly = 8"
/7477 Z(ﬂ IE - 1E 1) >t (57« §|p_<u’"23(ux||)M°°(o\n<)
/7.18/ z { = <y St -y EX ) —>
—> STyt 5‘<\3 X3RO0 M7 () | ‘ﬁec

gdzie sumowanie po k rozciggniete Jest na zbidr {1,2,...,kn} 5

Dla zbieznosci i(sm)% Moo= Q(aN,SW,MN) potrzeba,
aby speinione byly warunki /7.15/ - /7.18/ z } = §,- ot M™
i G=H, i1 wystarcza, aby mialy miejsce warunki /7,16/ i /7,17/
oraz warunek /7.15/ dla @ - pewnej przeliczalnej rodziny
zbioréw ciagiosci M~ , determinujscej zbieznosé w 6,- J“(H>)
i warunek /7.18/ dla G - pewnego przeliczalnego, liniowego

i gestego podzbioru H . O

W oparciu o Tw. 7.1. "przettumaczymy" teraz zatozenie

/719 (B ? Mo
STWIERDZENIE 7.2.

Niech V = {u,,,k; kENmeN}b@dzie tablicg rozktadéw loso-
wych na H, T :{‘t“ neN ciggiem zmienfaych losowych o wartosé-
ciach w Ny Moo =L(a", 8%, MW) rozktadem nieskoiczenie

podzielnym. Poidzmy
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/7.20/ v(’ch): =4ffl<vmk
$k{tn

Jezell rozktady losowe tablicy VY sg T~ jednostajnie

infinitezymalne, tzn. speiniony Jjest warunek

/7.21/ sup Yk (xu>¢e) — 0 €Y0 .
A$KETy P

to zbieznosé

/7.22/ V() == P

zachodzi wtedy, i tylko wtedy, gdy maja miejsce warunki

/7.23/ > vmk(A\? MZ(A) ;. Aed .

(

A &ksn,

/7.20/ 3 X (1x1) Vo (A1) —> a0
A<sKkETy

77:25/ 3 uxu®RQuh) Yo @8) — | Fx b1 Vg 050 \\7‘)
A<k<Ty

X e(2) + S k(o) M™(6)
/7.26/ A«Zu 'c( f<t3|x>’"lm”(llxll)vmk(0\%) -< Y {x M“X“)mG(d”‘)\;‘

]

> <8y + Sy R M) ; veG,

gdzie A 6, - Cont M* Jest przeliczalng rodzing determi-
nujgcg zbieznosé w b, —&M(H\ y @ GEH jest przeliczalnym,

liniowym i gestym podzbiorem H .
DOWOD. Zdefiniujmy przestrzenie P, Wy i ¥,

1727/ % = wox(du,(H)SN
/7.28/ Py = [0,1] N x d,(v)
1729/ Bt = [0, 13IN x RN x H x(R) = (R*) M
W przestrzeniach 'ﬁ, ‘ﬂ,‘, )&Qz przyjmujemy topologie produktows
/wiec sag to przestrzenie polskie/.
Niech {8;}#“ bedzie malejgcym do zera ciggiem liczb

rzeczywistych.
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Funkc jonat F, :’ﬂ% #4. okreslimy wzorem |
.30/ F V ) = XN €)Y .
17+30/ E;((n, Ve (ggggmvkc MYED) jen ) B 1] v )

/zgodnie ze stata konwencja m = 80, ponadto przyjmujemy

k<O
sup Y o (uxl & )= 0 1
s g (X1 /.

NleCh & :{A/l,Aagooo}’l G :{y,},yz, ...}b@dac takie,
Jak w tezie twierdzenia. Majgc zadany rozkiad Pos = ?,(g,w,sw, M°°)
oraz wybrane {Ej};\engﬂ i G okreslamy funkcjonat

S Ty 2 o\ .

112 = (x.’-z 5 Fg, AP rz) : ’}c—?j’ez
poprzez wartosci poszczegdlnych wspdirzednych F

na x = (2, (Vdkew)ER:

>

/7.5/1/ T;(x) 3 :(’lssuis ‘ k(llxl\}g )))GN & EO A]

152 F Y (v p)jew € (R

/7.33/ B3 (x) # = 1(%01 Sxt\(uxl\)vk(d/f\ e H

/7. 34/ ﬁ;' (x): = (S‘uxl\"l.l(\)xlﬁvk(o\)()- Il th@l\)vk(dm)l|7€ R
1¢k¢n

N
oy
b

N2 |
~
Y

N
il

[ 72

( (‘kﬁ i w7 b () V, (dix) (\3 ML uxtD)JK(d»(»))
1¢k ¢ @+ )

}Mech, Tw. 7.1. méwi, ze

/17.36/ B (5,1 >x = = (Oen, p= L™ S‘”M‘”)) € &,
doktadnie wtedy, gdy

17-37/ By (%, )2 X" = ((O)je,N ,(M“(A;‘))jeN,Of",

£ (37) + (xihi o) M™(dx)

(<G543 <y 0 wa (*X))Aeﬂe}(

Jezeli {x_
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Stad /’K,l i‘}fz sg przestrzeniami polskimi/ metodsg

wybierania podciggdw natychmiast uzyskujemy, ze
I It

/7.38/ F,I(An)?x = F2 (Xn)?)x .
dla dowolnego ciggu {XD}MGN mierzalnych elementdw logowych
w ‘3{ Ktadsgc Xn = ('C».. (let\kelN) uzyskujemy teze stwier-
dzenia . I

Niech (}, 'JT|6‘) bgdzie ukitadem podstawowym. Stosujagc

= 1=

oznaczenia § 3 poidimy w Stw. 7.2. ))mk: Monk i T,=6,-
Poniewaz P'mk Jest regularnym rozktadem warunkowyn Xnk:

wzgledenm Tn k=12 warunek /7.23/ mozemy przepisaé w postaci
;|

<39/ P X € A M(A) ; !
/739 ’lszkgs'hn’k"/l( nk )?“( ) &E\A .

gdzie uzylismy konwencji
/7.40/ Pn,k-—’l (- ) = P( .\‘Fn,k--’i) ’ En,k-’l( ’ )= Ji‘( “Fn,k-—’l)'
Podobnie mozna przettumaczyé pozostale warunki
/7.21/ 1 /7.24/ - /7.26/. Na mocy Stw. 7.2 implikuja one
zbieznoéé wg p-stwa prognozowalnych charakterystyk }A(G.,)
do M= Z(Q.N' $°°| \’\w) |, ©€zyli zakozenie Tw. 5.1. Udowodnilismy
tym samym:
TWIERDZENIE C//17,3/ - MT1G/I//
Niech (ig'@) bedzie uktadem podstawowym,
a }Aoo=2.(0»“:$°°l Mm) rozktadem nieskohczenie podzielnym.
Zatbzmy, Ze speinione sg nastepujace warunki :

/7.4 swp B . (0X__N1SEY—>0; &) o.
14 k46, n,h1< nk > ) D

/7.:82/ 27 By q (%, € &) —=> M™(4); A€ B, Cont W
1866, ’ P



i

| - -
A3 B X —% 0
/7 j/ 1 ékssv, Ln,k—"‘ ( Ilk\) 1)
/7 44/ L& ( 0, k=1 “‘{nk W - "f-“'n,k_q( /*nk_)"d>
S Om .
> Br(8™) (17 n(uxu) M ex)
> 2
/7 45/ 1 Skﬁsg‘ﬁn,k—’]<\1"‘n};> <l3 N, k- A “nk» >_>

5 <S>+ Sy RO ;»AGH.

gdzie, jak zwykle, X e = Xpp B (“Xnk“)

Wowezas rozkiady ciggu ‘(S(Gh\)meN sg siabo zbiezne
do rozkitadu PNzQ(Q.W‘ PT,M™). @

W przypadku, gdy ,uk,z l(O,ﬁTO) jest symetrycznym
rozktaden gamsowskim o operatorze kowariancji S°° y Tw. 7.3.
przyjmuje postaé nastepujgca:

WNIOSEK 7.4. /CMTG/

Niech (§l§‘§) bgdzie uktadem podstawowym.

P . * o s _ [
Ciag {S(G'M)}MGN Jest zbiezny wg rozktadu do }AW"Q’(OIS IO) 5

jesli speinione sg nastepujace warunki:

/7.56) 2 P, k=1 (N X, 1Y E) ? 0 ; E£yoO.

14k 6,
/7.47/ X 0.
’léksﬁ’“nk—/‘( nk) ?
/7.48/ 4 (411 k~1 ,‘" “En k-’l( )?1"11{)“2) %tr(sw)
Lk {bn P

L 2
it i 46.,.( Bk <7 ’Anl> G5, ken Lo )%(3 ARLEE
gdzie JakO }'{\I;k mozna porozy¢ X I(l\ X \l(C) C)O |

Tw. 7.3. 1 Wn. 7.4 s3 nieskoiczenie wymiarowymdi

uogdlnieniami Tw. 4.2. i Wn. 6.1 z pracy [22], gdzie rozwazany
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Jest przypadek H = TRd, GhskmeN « MnieJ przejrzyste w formie

sformuiowanie Tw. 7.5. zostazo opublikowane w pracy autora
(19]. Rosiﬁski.(}}] udowodnit twierdzenie analogiczne do Tw.
7.%. w przypadku p - wygtadzalnej, osrodkowe] przestrzeni
Banacha. Jak wiadomo ze Wstepu, technika dowodu tego rezul-
tatu nie mogia by¢ oparta na ZL; zbliZona Jjest ona do metody
przedstawionej w pracy [191.

MTG /I/ oraz pochodne tego twierdzenia /zob. § 8./ sg
najwazniejszymi konsekwencjami UZL. Nie wyczerpuja one jednak
wszystkich mozliwoSci zastosowaid. Podamy przyktad nietrywial-
nego MTG, w ktérym skitadniki nie muszg byé warunkowo infini-
tezymalne.

Ograniczamy sig¢ do przypadku H :‘m}.

Mowimy, ze tablica £ Jest /0-1/-tablica, jesli

wszystkie zmienne tablicy § przyjmujs wyigcznie wartosci

O i1, tzn. sg funkcjami charakterystycznymi pewnych zbiordw:

/7:50/ Xy = Tp 5 keN, nelN .

mk
TWIERDZENIE 7.5.
Niech X bedzie /O«1/-tablica i niech (‘ E\E) bedzie

uktadem podstawowym.

Oznaczamy Pn,k = Pn,k—’l(Xnk = 4 ) .
0 .
Niech }u. =}Ao* l';l’lk, gdzie /uo Jjest standardowym roz-
1 k=1\
ktadem Poissona o parametrze N 2(), a Moy = Pk84+(4‘Pk)80;k>,1)
sg rozkiadami /0-1/-zmiennych losowych o parametrach

0¢ Pk$1 y przy czym

1750/ Z_ Py, {yoo

A$k {+%0



46

Warunki

/7.52/ 2 Pnk—?')w kZ: Px

1< k<6,

/7.5%3/ 2. (ngﬁa? k%q(yk)d; je N {1y

1<k 6,
pociggaja zbieznosd L(S(SM\) > )A .

DOWOD. Zauwazmy, ze rozktady warunkowe X

wzgledem F sg losowymi /O-1/-rozkiadami :
n,k"‘l)
/7054‘/ }A'Mk-: P.'D.k. '81 + //] -Pnk/'so

Przypustny, Ze mamy udowodnione odpowiednie twier-—
dzenie dla splotéw /O-1/-rozkiaddw. Poniewas /7,52/ i /7.53/
tworzg przeliczang rodzinge warunkéw, w celu sprawdzenia za-
tozenia UZL /Tw. 5.1/ mozna zastosowad procedure analogicznag
do Stw. 7.2.

Wystarczy wiec wykazad:

TWIERDZENIE .

7.6
Niech Y = { vnk; 14 .k$kn,n€N} bedzie tablicg
/0-1/ rozktaddw:

7.55/ Voo = B 84 + /1 =y [+ 8,
Niech rozktad }L bedzie okreslony jak w Tw. 7.5.
Dla zbieznosci

/7.56/ vy = [al Y > M

1 ékskn

potrzeba ivwystarcza , &by

(- ]
/7.57/ 2. > > b
o2k Pnx A+ = Pk

N N P
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5 \d . ¥ =
14 kékn(Pnk) ekﬂ (Pk); J€ }H
DOWOD. Rozwazmy transformaty Laplace’a rozkiaddw Vm by /"

(+>0): ]
0= e = T ] (e @ a)p)

= exp(1 <k<1{nbn ('1 + (e't~4)pmx)
- o (- 1¢K ¢k = - ety (Pi".xky )

i

o (— ; %E] u) 1 <%<k (Pnk) )
_7\ A- ~'|: oo
() fepe = e 4EIR e @) )
= exp (- M(NZPQ Z U»“(Z(Pk)a))
gizie U= (1 - €7%) , ue(0,1).
Wynike stad, ze Lyv, => L M i t > 0, wtedy i tylko

wtedy, ¢ dJ

/7.59/ Z. u.‘(/l e an)-> u(?\+ZpK)+Zu‘(Z(pK)“) ue(01:
J="1 S |

n J'

Pozostaje tylko zauwazyé, ze (¢ Pmkéi pociaga

7.60/ 04 Z Pak § Pnk é Sup P ; J22.
/ \’l$ < 1¢ kLK n ¢l nk 3 J2

przy czym sup ’]Z-{—Q{ Pok < + 0, badz to z zatozenia /7.57/,
MEN R

bgdz z /7.59/. Stad wspdiczynniki szeregdw potegowych w /7.59/
sg wspbélnie ograniczone - zbieznoéé w /7.59/ zachodzi wiec
dokiadnie wtedy, gdy na miejsce zbieznosé wspdiczynnikoéw,

tzn. /7.57/ i /7.58/ /zob. L. 3, [20] / O
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§ 8. Centralne twierdzenie graniczne dla tablic
réznic martyngaiowych.

Interesujgcg konsekwencja CMTG jest centralne twier-—
dzenle graniczne dla tablic rdznic martyngalowych.
DEFINICJA 8.1. Tablice (¥ IE) spetniajaca warunki
/8.1 ENZ N +o0; keN l neN
/8.2/ En,k:—’x(xnk\ = 0 DpuW. j kelN|nelN.
nazywamy tablicg réznic martyngatowych /TRM/ [

zeuwasmy, se jezeli (¥ F)djest TRU, to réownies (}j °3-'°)

P = ‘:

jest TR, gdzie F'={F )} jest rodzing filtracji natural-

0 % & =R .
nychs S’.nk = 0 (Xn’l""’ Ank) . W ted sytuacji, naturalne
wydaje si¢ zgdanie, aby warunki TG dla TRM byty niezmiennicze
ze wzglgdu na zamiang filtracji F& Eo. Nie jest to oczy-
wiste w przypadku CMTG /Wn. 7.4/. Z drugie] strony, ze wzgledu
na silne zatozenia /8.1/ i /8.2/, operowanie ucigtymi zmien-
nyni losowymi /np. warunek /7.47/ we Wo. 7.4/ jest n:i:epo-
trzebnym skomplikowaniem problemu. |

Od tych niedostatkéw wolne Jjest
TWIERDZENIE 8.2. /CTGM/.

Zaréimy, ze (¥ ,F ) jest TRU. UkZad podstawowy (x \'i.)g‘)
niech speinia warunki:

/8.3/ sup | .| —o.
1¢ 48], RS

/8.4/ > x| 2—? tr (%)

1329A
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/8.5/ 2. <3, .52 —8% 5>, sea.

gdzie 8™ jest S—operatorem, G - liniowym i gestym pod-
zbiorem H.
Wtedy ciagg {S(S‘M)}mew Jjest zbiezny wg rozkiadu

do L/0,8", o/.

DOWOD. Sprawdzimy, ze speinione sg warunki /7.46/- /7.49/
Z Wn. 7.4.
LEMAT 8.3.
Niech (§ |_}' |§‘)begdzie ukzadem podstawowym.
/i/ Warunek /7.46/ i warunek
/8.6./ suwp x| —P—>o.
14 kgO,

sg roéwnowazne.
/ii/  Zaibézmy /8.6/. Wtedy warunek /7.48/ jest réwnowazny z

: y - 2 Y [ OO
/8.7/1 élZ{@}lll e = By geq Fe TOIE 0 & 1) || —> (e )

a warunek /7.49/ jest réwnowasiny z
L Qiﬁ'-f ¥s Xpie = Enyieen Ko TN € 1)>2‘?<S°°3/»3’>
DOWOD. Adaptujemy /bez Zadnych trudnosci technicznych/
Jednowymiarowy dowdéd Tw.B. z pracy Sziriajewa i Lipcera [26].[
- LEMAT 8.4,
Jezeli ukiad podstawowy (z I‘£|§\spelnia warunek /8.3/,

To spetniony Jjest rdéwniez warunek

/8:9/ S%@h By 1 (1 I T (1% >4 ) —P->o.
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DOWOD przez zaadaptowanie rezultatu Hellanda [15], L.2.4 .1
Warunek /7.46/ wynika z /8.3/ /L. 8.3./
Na mocy /8.7/, aby sprawdzié /7.48/ wystarczy wykazaé, ze

/8.0 > = 2Ky, By g X TO U1 —?o.

14 kan

/8 20 Nay o 5l 14— o
14 E4E, ¥

Ale z zalozenia En,k—-’l Lo = 0y wige
_ xm, By e Ko TOR 161> Lx it Epeeq T I (1E g N >
i stad, na podstawie L. 8.4. |

\ Z <}‘nk’ ﬁ' s K= xnk (““nk 1)>l

k<6
é max ” X “ o En,k-—’l( I Xnk“I( “Xnk“ 21 \) —-T—Dé O .
1¢ kan 1€ k46,

Sprawdzilismy /8.10/. Podobnie wykazujemy /8.11/ oraz /7.49/.
Warunek /7.47/ wynika bezpodrednio z En,k-’] Xnk =01 /8.9/. O
Plerwsze tego typu twierdzenie dla TR udowodnik

/w przypadku H = R/l/ McLeish [27].
Oprécz warunku /8.4/ zaktadat on /8.6/ i
/8.12/5;913 sup W2, 1% ¢+ oo
14 ké&‘n
/postulowar wigc istnienie drugich momentoéw/.

Zatozenie /8.3/ zemiast /8.6/ i /8.12/ zostalo wpro-
wadzone przez Gansslera i Hiuslera [10]. Ich oryginalny dowéd
polegaz na zastgpieniu tdbllcy(:{'}')przez nowg tablice (__ ,,
ktéra speiniata juz zaiozenia Tw.lMcLeisha. Przedstawione

tutaj ujecie, W zasadzle oparte Jest na pracy Hellanda [15].
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§ 9. O mozliwoéciach uogdlnienia Tw. 5.1.

Przypomnijmy zatozenia Tw. 5.71.
/9.1/ an; Jest regularnym rozkiadem warunkowym X nk
Wzg;ledem‘E‘n,k__,I y gdzie :_32 & {Xnk} Jest adaptowana

do g:{?nk)' i g jest ciagiem filtracji.

/9.2/ p(ﬁm)? P y gdzie }A(ﬁ'.. = q Sﬁl;‘éGn Mmk i M jest

/nielosowym/ rozktadem na H.

Warunek /9.1/ mozna traktowaé jako odpowiedz na
pytenie: jak warunkowad¢ ? Podobnie /9.2/
wyjasnia jakiego rodzaju zbieznodsddé }1(6‘;,)
nalezy zakladad.

W pracy [9] , A.Dvoretzky sugerowat odmienng niz /9.1/
odpowiedz na plerwsze pytanie. Uzywajgc terminologii nasze]j
pracy, ide¢ Dvoretzky’ego moina przedstawié¢ w sposdb naste=-
pujgecy: nalezy wzigé jako P‘mk regularny rozklad warunkowy Xnk
wzgledem € '-algebry generowane]j przesz Sn,k-’l = Z Xn'
| 163 €k
i postulowaé¢ /9.2/. Jak pokazuje kontrprzyktad Iikopotowskiego
/\'_25]/, tego typu ZL nie jest prawdziwa. Autorowi nieznane s3
inne, élterna’cywne wobec /9.1/, propozycje warunkowania.

Zatézmy wiec /9.1/, i niech },1(6‘,,,) gmierza wg rozkiadu
/W \MA(H)/ do pewnego rozkladu losowego }A,,(';,w):

/9:3/  M(6m) => Poo: |©)
b a]
Tw. & /4.4/ niniejszej pracy pozwala stwierdzié ciasnodéd

ciggu {S(GM)} . Niestety, hipoteza
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/9.4/  L(56m) = E oo

nie jest prawdziwa /zob. np. Dvoretzky (93, P.Hall,
C.C.Heyde C143/.

Naturalny przyktad pokaze, Ze nawet zastgpienie

warunku /9.3/ przez znacznie silniejszy

195/ B (B) T Pool- ()

nie implikuje /9.4/, jesli rozkiad P,o(‘,(,a)jest istotnie

losowy.

PRZYKZAD 9.1. Niech {(Wt,Ft)-’ teTR*} bedzie standardowym

ruchem Browna /wszystkie niezbedne w tym przykiadzie fakty

i definicje zawarte sg w [12 ]/ Potézmy

9.6/ T(w) = dnf {t>0 ; W (w) = 1}.

T Jest momentem zatrzymania. Rozwazmy ciggly lokalny martyn-
9'\' | * J 3 -

gat {(wtﬂ. , Ft,‘.‘.), t €R )- luech{tnk, osk$kn}meN

bedzie normalnym ciggiem podziaiéw odcinka [0,1], tzn.

/9:8/ max /[t =t />0
14k$ k,
'Okreélimy rzeczywisty ukiad podstawowy (zzlf}' 5) wzorami

—
—
- |

/9:9/ Xy = Wy o= “n, kAT 5 1€k k, X = 0;k >k , neN

/S.10/ Fox :»5'--"‘;11k ; 0&k $kn, f;:nk = g.ji; k)kn, nelN .
/99 Gp=k; neN

Pokazemy, ze

/9:12/ pu(6m) => N(0,Tah)
P
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ale Jjednoczeénie

/9:13/ L(S@m) = L (tippg)F 50 (0, 1A1)
gdzie N(0,TA4) = N (0, T (w)Ad) jest losowym rozkiadem
normalnym o wariancji /losowejj/ 6 (w) T (w)/\'l

TRM (2 3:) speinia warunki

/9.14/  sup )xklﬁo
s 4
1€ k{k, L

2
/9495/ 2 X <> IAT.
14k &k,

Istotnie, warunek /9.14/ wynika

1/ z implikowanego przez /9.8/ i ciaglosé trajektorii procesu

{Wt /\T} y Warunku

/9.16/ sup |Xnk‘~>0 PeW.

1¢kgky
2/ z jednostajnej catkowalnodci sup IXnkl .
1¢kek,
. 2 _ 2 _ o
/9¢17/ sup E sup X5, sup E (2 X = supf(Z X )
% knk\m_ (k nk) ] ey knk.

< B4 ®5 =
Aby udowodnié /9.15/, zauwazmy, Ze proces (t I tl\T)-
Jest wariacjg kwadratowg ciggiego martyngaiu 1okalnego
( SAT ? F’c) teRt 3 warunek /9+15/ Jjest wiegc szczegolnym
przypadkiem /t = 1/ podstawowej wiasnos$ci wariacji kwadra-

towej /zob. Tw. 22, Rozdz.I, [12]/.
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Podobnie, jak w dowodzie Tw. 8.2., stwierdzamy, ze
- warwnki /9.14/ 1 /9.15/ pociggajq speinienie warunkéw /7.46/,
/7.47/ oraz
g2 - > ye
/9.18/ % ( Bpye-1 %ok T (“n,k-’l ’{nk) )?T’”‘
Oczywiste przystosowanie Stw. 7.2. daje teraz rdwno-
waznosl /7.46/, /7,47/ i /9,18/ z warunkiem /9.12/
Pozostaje wykazaé /9.13/. Pokazemy, ze dla lj:/:kT[
~ - > " T g} ,‘ 2
79419/ B exp (13 Wpp4q) - F exp (-5 3° (Taq)F0
Zauwazmy, ze
/9.20/ B exp { - % 32 (TA1) = exp (- 5 3°) P(T%1) +
E ey_p(- %)}T)I (T7¢1) = exp (- % y2) +
1.2y = 1.2 ¢
+ exp (—-é-:y ) B (exp(-gy (1 =1) - ’l) I(T€1).

oraz, z def. T, /9.6/

=}

+
k&

Niech dla y €R

/9:22/ 14(3) = exp(iWiarig + *+ 2 3° (57 n1)) , tew

. S— . YA B +
Przy pomocy wzoru Ito tatwo sprawdzic, ze (Yt(y)' Ft) teR

Jest jednostajnie catkowalnym martyngalem/korzystam;y Z oczywi-

stych zwigzkéw < Wg,aTad s WsaTad > £ = EATAN,
<WSATA1 , sATA4>t =<{saATaM, MTM]t =0 /:

£ o
Lo (9) = 17 § Y5(9) agamat + 3 57 § Yg(3) a(sATad)
0 'b .‘.’0

1

1.2 " .
- = _g A7) a(saTa 4) iy g Y () dWgaTad
Stad, w szczegdlnosci

/9.23/ Ei\(y) = EY (y) = 1



z /9+.22/, /9.23/ i /9.6/ wynika, ze
/9.24/ 1 = exp(iy) Eexp (4 y° T) I (T¢1) +

+ exp ( % 7°) Bexp (iyW,) T (T>1)
lub, po przeksztaiceniu,
/9.25/ Bexp(izii)) I (T>1) = exp(- & y°)-

- eip(iy - -:21— ya) Eexp(-% y2 T) I(T4 1)

= exp (- % yg) - exp(iy) E exp (— % 32 (W-T»I (T2q
Podstawiajgc /9.25/ do /9.21/, mozemy sprawdzié¢ /9.19/:
/9.26/ Eexp(iy WTA,]) - Hexp ( - % y2 (TaA 1)) =

= exp(iy) E (’l - exp (— % yz(’l-T))) I(741)-

- e (- 3 7°) E (exp (% 72 (1 - 1)) - 1) 1(1¢) #0
Gdyby bowiem réznica w /9,26/ byia rdéwna O, woéwczas dla ¥ 1rkﬂ
7927/ 5 (1 = exp (- 3 7% (1-1))) T (T ¢1) = 0
/9.28/('1—exp (- % y° (1-T)))I (T41) = 0 p.w.
/9.29/ P (T{1) = 0.

Zwigzek /9.29/ stoi w sprzecznoéci np. z faktem, ze
/9.30/ P (W,21) »0; t»o0.0

Istnieje k 1 a s a uktaddéw podstawowych, do ktérych
mozna stosowaé UZL w wersji /9.5/
Niech ¥ :{X,] 1 Xgy e ‘) bgdzie ciggiem zmiemnych
-
losowych o wartosciach w H, adaptowanym do filtracji

T {5, ¥, T, )



56

Niech B = {Bn}cL /H/ bedzie ciggiem liniowych

o 3 3 -
i ograniczonych operatdw na H, przy czym Bn—>0 silnie, tzn

/9.31/ B, X=>0 ; xeH .

W oparciu o ciggi X ,¥F, B budujemy tablice (‘_}_l \ )
w sposdéb nastegpujacy:

n
/9-55/37111{ 3:1{ ; ke No lmelN ;

I

TWIERDZENIE 9.2.

Niech tablica (%,g) bedzie okresclona przez /9.32/
i /9.33/ i niech (%,'\I ,Q) bgdzie ukiadem podstawowym.
Zatdzmy, ze rozkiad losowy }‘—w(‘lw) me wiasnosce
/9e34/ P(w ',p:(y , @) = O): 0; v €G.
gdzie G jest pewnym gestym podzbiorem H.
Woéwczas warunek
/9.35/  JA(6) > Moo (- )
pocizga  L(S(6w)DEphoo
DOWOD. Z Tw. 4.4. wynika ciasnoéé ciagu {S(G,..)} .Pokazemy,ze
/9.36/ Eexp(i(y,5(6n3>)-—9E}{; ‘Yl("ﬂ L YE G
Z /9.31/ wynika, ze istnieje taki podciag niemalejgcy
fbhen, =
1937/ Ky —> +90

/9:38/ 2 Ja x| —=> 0 p.w.

1$k$kr‘l
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Niech y€G. /9.31/ pocigga rdéwnies
A
/9:39/ Mak(7) =1 p.w. ; keN .
Istnieje wiec podcigg niemalejacy {k;l'}c N, ktéry spetnia

/9.37/ oraz

/9.40/ Z 4 - P:k(y)l—éo DeW.
14k

Ciagg kn = k;l A kn” Jest niemalejgcy i posiada wtasnosci
/9377, /9.38/ i /9.40/. W szczegolnosci z /9.40/ tatwo wynika

l-—l VAN
/9.41/ 1$k$kn}‘mk(y)—>’l PoW.

1 !
Okreslimy nowy ukiad podstawowy (:i,'g’ ; §_I ) wzorami

o
/9.42/ knk

i

fo,keky, 3 k€N, neN .

1l

|
7943/ F Tn,k+kn; keNg heN .

/9.44/ 6”,,: = 6, -k A6, ; heN.

Ukzad (?__g',‘z',g') nieznacznie rézni sig od (¥,¥,6):
/9:45/ S(m) - S(E8) —> 0 puw. /bo /9.33//
/9.46/ ,u/(%.,)(y) . )u"(}»()(y) —> 0 p.w. [Dbo /9.41//

. o
Po pierwsze, wystarczy wigc wykazac, ze Eel('ﬂ"sw"»—;o E}J/;o(‘é)
Po drugie, z /9.35/ i /9.46/ wynika, ze

A A
/947 WENY) —> hoo(y)
Po trzecie, /9.47/ i /9.%7/ pociggaja

/9.48/ P/:o(y) - E(pﬁo(y)l‘&rrio) =;f.,°(y) - E(p?o(y)l ‘}'k")—>o D.W.

W celu uproszczenia oznaczen, zaktadamy, Ze uktad

(£ o F ,§) posiada dodatkowo wiasnosé /9.48/.
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Stosujge L. 5.2. /podobnie, jak w dowodzie nierdwnosci

/5.22// otrzymujemy dla dowolnego ¢ O
/9.49/ Iﬁno (exp i<y, S(@EWYY) -~ B, ( }A(S‘n)(\g)\)‘

¢ 4By, ( |M€n)(‘pl <€)

A
é_ ij‘no | M(s")(‘ﬂ\ = Emo (H'(Gm\(‘ﬁ»\
Wystarczy teraz zauwazyé, ze
A A A

/9.50/ & | WENY) ~ Emo (@) € 2E | WEm ()~ Mool

¢ 5 ] oo (y) = Epo( fisa) = O

na podstawie /9.47/ i /9.48/ ;

/9.51/ lim lim sup P(lp.(ﬁ'.,)(!ﬁ)Hg) ¢ &,m p()}k(‘ﬁ)\<€) =0 .

gdyz zatozylismy /9.34/ i /9.47/.

Korzystajacz2/9.49/ -~ /9.51/ otrzymujemy

B, exp(1 Ly, @) = E,p p(en)(y) = 0

n
co jest nieco silniejszym zwigzkiem, niz /9.3%6/. O

Oto przyktad zastosowania Tw. 9.3.
PRZYKLAD 9.3. Niech { Yq,xg,... } bgdzie sciéle stacjo=-
nernym ciggiem calkowalnych z kwadratem zmiennych losowych
w H. Niech F N :5[Xn, Zyin 3 . N

Zatbdzmy, ze istnieje liczba meN taka, ze

/9.52/ EB(x (\F . )=0; keN.
Woweczas ciag
/955 Sp=(Tm) Z_Xk
Jest zbiezny wg rozkkddu do mieszanki rozktaddéw gausowskich

E}Q(O‘S (W), 0) , gdzie losowy S-operator S™ zadany jest
formuzg
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™ z

/9.54/ (5”.3 ,up = E«ﬂ | E(gxk l 3-,...)‘ E(Z-) X\ Fomi)) %)

/w ktére] 3 oznacza 0O -algebre zbiordw niezmiennych dla
ciggu _% /.

Sprowadzimy najpierw sytuacje do przypadku m = 1.

Rzeczywiscie, z'wilasnoéci /9.52/ wynika, Ze mozZemy

uzywaé przedstawienia

. vtm
1955/ %, = STE(G IR - E(G %) = > Y
k

M =4, M vtm m-1 k k=, m K
7956/ 2 Ky =22 V=22 Yo+ 2 2 Y+
A= A4 k=g k=4 a=1 k=m isk-mtq

mim-4 M
= +
! Ig;i'd, ,.Z:;.M“Y ak Zm+ ZZn Zan

Oczywiscie —> 0 p.w. Podobnie, ze stacjo-

A
ﬁ Zﬁn

narnosci £ )

- 9,
/9.57/ %LE\Z-_.,M\ 41-'1_-M2:nn ElX.| =0 .

Stad Sm-i'”;tz,_,,—?o i wystarczy zbadaé ciag ’1/%\22.!\

Zauwazmy, ze dla k 2 m

k k
/9.58/ Z Y.;, = Z (E(XilTk)‘E(Xl\?f-ul)):
L=k-m+ 4 w=k-m#l

k k o . !
= E(g_mg(.;\m- E(g;mzl(i‘jw\ = Ky
Ciag {XL ; !}'kiv,)'kewlbjeSt s’cacjonarnyq i ma wiasnoséci
/9:59/ B(X1Fp)=0 ; keN
/9.60/ <$qulj> pes E(<‘31X,1I>ll‘j) —y
Poniewaz Tll_—%z'zh = Q”"/:““'H ﬁé’m Z X|: y zagad=-

k=1

nienie zostato sprowadzone do przypadku m = 1.

Okreslimy ukiad podstawowy (% |§\_6_') wzorami

198 e = &1%4— ;ASkdm Xp=0 s kym  nelN,
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1962/ 8, =% 0 06kem  F o =F, . shkym mcN.

nk
/9.63/ Gy = m , me W .
( ps “}) Jest TRM, wigc /podobnie jak w Przyki. 9.1/

wystarczy sprawdzié zmodyfikowane warunki Tw. 8.2.:

/9.64/ swp | Xl => 0

14k <m

79650 5 L el = te(8™) (= E(x, D))
1$E¢m

1966/ sésm@ﬁ' mk.> 450 \a> : QGH.

Zacznijmy od /9.65/:

5= \\x,,,k\\z*_. l\xk\\"——> EGx3) po.

1¢k<m m ,

ll\

na mocy stacjonarnosci ciggu {’“’l ,Aa, )' i indywidualnego

twierdzenia ergodycznego.

Podobnie dowodzimy /9.66/.

Aby uzyskaé [/9.64/ zauwazmy, ze dla £ > 0]

2 2 e
79.67/ swp VX N “& £° 4 sup Xy | © T(UX 0 YE)
14 k4m 1 <k£lh

Z_\IX N2z, 1 >e)

k=1

- ,,{ S (e Iy ER)

k=1
G B ot S e &2 f
Stad E Z;p ;W {E +l:ll E%{s‘ﬁﬁk“ z(l Xy \l)&W\)

¢+ BT 1k iyelm) — ¢* o
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Przyktad 9.3. jest uogdélnieniem CTG dla nartyngatdéw
0 przyrostach stacjonarnych i ergodycznych /Billingsley [ 3],
Ibragimow [16 ]/ oraz rezultatéw dotyczacych tzw. m = za-
leznych zmiennych losowych.
Glebokg dyskusje zastoséwaﬁ CTGlM mozna znalezé w ksigzce

Y.Hall, CC.Heyde "Martingale Limit Theory and Its Application™

JL143/.
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Rozdz iait III
FUNKCJONALNE MARTYNGALOWE TWIERDZENIA GRANICZNE

§ 10. Funkcjonalna zbieznoéé procesdw.

Niech /¥ ,d/ bedzie oérbdkowq- i zupeing przestrzenig
metrycznsg. _

Przestrzenig Df RT'JC) nazywamy zbidér odwzorowain
f :R"—> "M speiniajacych warunki
/10.1/ dla t = O istnieje £(0+) i £(0) = £(0+)
/10.2/ dla kazdego t» 0 istniejg £(t -) i £(t +) , przy czym

ma miejsce réwnosé £(t) = £(t+).
/przez £(t =) 1 £(t +) oznaczamy, jak zwykle, odpowiednio
lewo - 1 prawostronne granice odwzorowania f w punkcie t/.

W przestrzeni D(R+,X\) wprowadza sig¢ topologie poprzez
zbieznosé¢ ciggdw.

Ciag {’f‘m}meu < :D(R+l3(,) zmierza do {»mé D(lk"',ﬂ)
/W 31 - Topologii Skorochoda/ wtedy i tylko wtedy, gdy
istaieje taki ciag {2,:R —» R*}MGN funkeji ciagtych,
écisle rosngcych i spetniajgcych ')\M(O)ro)héh‘/, ze:
/10.3/ sup \?\,,.(s)—-sl —> 0 - ‘he‘il*,

0454t

I
< :
/10.4/ sup d(f,,(?..,(s)\ J(,Q(s)) —> 0 . 1eX
0<s¢t : )
31 - topologi¢ Skorochoda mozna zmetryzowad w sposdb 08rod-
kowy i zupeiny /zob. (4], L[253, [30] , [36]/.
Kazdy proces X :{I{ (t) 5 % €R+) 0 wartosciach w 'EK §

ktorego trajektorie z p-stwem 1 nalezg do przestrzeni D(R”';'R)
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mozna wigc traktowaé jako mierzalny element losowy w prze-
strzeni polskiej.
Zbleznos¢ wg rozkiadu procesdw o trajektoriach w
+ o _— - . 3 ;o ;
DCR , ) nazywac bedziemy funkcjonalng zbieznoécia procesdw.
Wykorzystamy pewne specjalne kryteriunm funkcjonalnej

zbleznosdci procesédw.
TWIERDZENIE 10.1.

Niech {Xn)neﬁ bedzie ciggiem proceséw o trajektoriach
w D(R", %) .

Niech skonczenie wymiarowe rozkzady ciggu {Xn}meﬂ\l
bedg zbieZne, nad pewnym zbiorem gestym me IR+ sy do odpowied-
nich rozkiaddw procesu Xee , tzn. dla kazdego skoiczonego

podzbioru {1, e R P T/

/10.5/ (X, (67) 5 weey X ( tm\)——?(}i%(tq) y veey oalt ).
3 (%)
Zalozmy, Ze speiniony jest tzw. warunek Aldousa
0 p . .
/& = {'}-:({) = 6(Xn(; ss-l.)}tew Jest naturalng filtracjs
dla procesu X /: -
0 +
dla kazdego ciggu {'tml (-Qs ,?. Tm ,:P) — R }thlN
{3',:- momentéw zatrzymenia, przyjmujacych tylko skofi-
czong liczbe wartosci
/10.6/ 0 ¢t tnaé--. <'tmkm

i wspdlnie ograniczonych przez pewng statg C> 0
/10.7/ tnkn £$C , mMEN (A)
| oraz dla dowolnego ciggu liczb {Sm} monotonicznie
malejgcego do zera :
/10.8/ §, N0

ma miejsce zbieznosé

/10.9/ a (X, (Tp+ 8m) s XM(T.,)) —p)O
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Wowczas procesy Xp zmierzajsa wg rozkiadu /w D(R"','i(,)/

do procesu X oo

DOWOD. Wprowadzimy moduty w“(s.q,,f) i a)(Lo,S),'})
gdzie 870,0,>0 v 1’6 D(‘R+.'3€) /  wzorami

/10.10/ w8, ,f) = SUP{M(dH‘(*w\.’f(*z)),d(f(*s)nj((tﬁ))};

gdzle kres gérny wzigty Jest po wszystkich uktadach
(%, 6, t5) spetniajgcych 0 ¢t,¢ (N <t5<t’l +8& €0,
/10,117 & (0,9, 4) = sup{d(#@) 10)}

gdzie kres goérny bierzemy po wszystkich t,],t2 s O ét’l< t2 8.

LEMAT 10.2.

Z warunku (4) wynika dla kazdego Qv) 0
/10.12/ lin  sup P (w'(8,0,,Xn) + @(10,9) ¥ €)=0 : €70 .
DOWOD. pi*:e?z agaptacj@ dowodu jednowymiarowego twierdzenia

Aldousa ([1]/ O .

LEMAT 10.3

Przypuéémy, ze ma miejsce warunek

/10.1%/ lin sup P(W'(8,9,Xm) % €)=0 : €50 q)0.
550 ey ( |ql M) ) ! 7 ,q

Nastgpujace warunki sg réwnowazne.

/
/i/ dla kazdego t €T z pewnego gestego podzbioru
] / ) . . . .

TceR, O€T , ciagg {f.n (t)}m(:‘N jest ciasny.
/ii/ dla kazdych Q20 1 &) 0 istnieje taki zwarty

zbiodr c ze

Ke gk

/10.14/ 1;11‘.‘ P (%, (%) € Ks,o, ,06t40,) Ha-¢
DOWOD. Oczywiécie /ii/ pociaga /i/.

Niech dla MnG.N, \‘jmk)keN bedzie zbiorem Srodkdw
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kul domknigtych §_4_ (lﬁmﬂ o promieniu = i wiasnosci
m

/10.15/ Q/] %(\Qmﬂ =¥ . (”—\»' Q 5‘&(‘{\@ =,°R>

zauwazmy, ze warunek /ii/ jest réwnowazny z
/1li/ dla dowolnych €3 O i méN istnieje N(m,£) €N

0 wiasnosci
N(m,E)
/10.16/ ir;\f P (Xn( £) € 1§=J’1 S#(\ka) ; 04+ éov> > N-E

Rzeczywiécie'/iii/ Jest na pewno siabszy niz /ii/.
4z drugiej strony, Jjesli wybraé na podstawie /iii/ liczby
N, =N§(m, €/m) , to wéweczas

m o0 Nom
sup P Q \J q,{ Xat)éd YU Sﬁ;(‘}mk\})

m 0&t ¢ m=1 k=)

- Sﬁp P (g ogtjsoy { X () & QS#(%MQ}) -2
o 3 P AR T Sa(gm) € 2 5 =€

oo M M= :
i KE, = U $i33.(‘1"*') Jest poszukiwanym zb. zwartym.

mz1ag k ¢ Ny,
Wystarczy wigc pokazaé, ze z /i/ wynika /iii/.
Niech € >0 i m€EN bedg ustalone. Wezmy § > 0 tak
mate, aby
11017/ s 2 (W'(s5,q, X Y AN ( €
Niech 0 = t,{t,{ ... <tk(s) = g bedzie podziakem

. - ; . (
odcinka [0,qJ elementami zbioru T, przy czym

1¢1<Kk(®

Niech M = M(m,E) bedzie takie, ze

$ oo i 7 M N
/10.19/ ing P (%, (t)) < }{{;1%{'(%&) ioémsk(g)) > 1-¢
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i1

M (m,E).

U 84 ()

k=1

Pokazemy, Ze mozna wzigé N (m, 2¢)
Oznaczmy: A, = k b e
B % wal S,{; )i 5

Ma miejsce inkluzja
/10.20/ B : = {w'(5,q,%m) $£—M\n {X.&)e Ay 0¢ag k(s)}
S {Xab)e A, 0ct<q )= Bp
Niech bowiem w € BL i tel0,0) . Jeseli ¢t = t, dla
pewnego 1, 0¢i4¢k(s) , to automatycznie X',‘,(ti)GAECA,l.

Jezeli t€fsy 4, t;) » to na mocy /10.18/ i def. w"(g,q”{l):
/10.21/ min {a (X, (t; ;@) , X ( t,w)) y A X (6 ,m) ,Xn(ti,w))}

y oo 1
¢ wi'(8,0, x(w) ¢ -

Stad na pewno 4 (X, (t,w) , A, )¢
Ostatecznie X, (t,m) €Ay O
Z [10.42/, /10.19/ ‘1 /16.20/ wynika, zZe

neN [

/10.22/ P(X, (t)€4; ; 04t $a) D> 1 - 2¢
Wroémy do dowodu Tw. 10.1. Na mocy L. 10.2., warunek
(A) pocigga /10.12/ i w szczegdlnosci, zaktozenie /1C.15/
z L. 10.3. Z kolei zbieznosé rozkiadéw skoficzenie wymiarowych
/10.5/ daje warunek /10.14/ z L. 10.3.. /10.12/ i /10.14/ sa
réwnowazne ciasnoséci ciagu {Xn}helN /z0b. Tw. 15.3.,[L 4]/
Zbieznos¢ /10.15/ identyfikuje taksze granice ciggu Xn Jako
Too. O
Warto ﬁoZe doda¢, ze przeprowadzony przez Aldousa (1]
dowdéd Tw. 10.1. nie daje sie bezposrednio przenieéé na ogdlny

przypadek - gidéwng trudnoséé stanowi dowdd warunku /10.14/ .
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W niniejszej pracy rozpatrywaé bedziemy jedynie
przypadek ljt = H, gdzie H jest przestrzenig Hilberta. Jak
zwykle, U 1 ( D(RT,H)) oznaczaé bedzie przestrzen rozktaddw
proceséw o trajektoriach w D(R™,H), z topologis stabej zbies~
. nosci. W JM,‘ (D(@®",H)) wyrézniamy domkniety podzbior aM:(D{R"',H))
rozkiaddw proceséw o przyrostach niezaleznych /w skrdcie:

PoPN/ i trajektoriach w D(R*,H).

§ 11. Uktad podstawowy dla funkcjonalnego MTG.
‘ Prognozowalne charakterystyki rozktaddw
procesdéw generowanych przez uktad podstawowy.

‘\
DEFINICJA 11.1. Niech (K2, 3,F, P) bedzie przestrzenia
probabilistyczng z dyskretng filtracjs _?f = '{Srk}ke No
Dyskretng skalg czasu /krétko: skalg czasu/
Z ={G({:) ;‘bGR*} na (_Q.,?,_ff, P) nazwiemy proces na R ¥
speiniajgcy nastepujace warunki:
/1.7 9(0)= o
/11.2/ dla kazdego t€R', (1) : (@, F, P) —> N,
Jest skonczonym momentem zatrzymenia wzgledem _‘f .
/11.3/ dla kazdego (,.)G.Q-, trajektoria t +—> G'(-l:)((.))
Jest niemalejgca, prawostronnie ciggia i rosnie
Jedynie przez skoki wielkoéci 1. _
/11.4/ lim G(t)= + oo dla kazdego  €Gd . []
t>

Dysponujgc ciggiem '£ = { X’l ’X2’ ...)‘zmiennych losowych
o wartosciach w H, adaptowanym do F sy Przy pomocy skali czasu
Z konstruujemy proces X = {X (t) I - (:R+> W sposdéb naste-

pujgey:
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/1.5 X (8) = 2 X ; t 6R'.
1LkS 6l

Zauwazmy, ze uzywajsc oznaczein Rozdz.l.mozZemy
napisad:
/11.6/ X (%) = S(G(t))
W szczegdlnoséci, zmienna X (%) .jest Tﬁ(b) - mierzalna,
i stad

0 . 3:‘

/a7 Ty =6(xg ;5 s¢t) < Fgp
Kazdy moment zatrzymania wzgledem {Tto}tek*jeSt wigc
réwniez {?6@:)}t€R*_ momentem zatrzymania.

Niech M= ‘{P'J}JEN bgdzie ciggiem regularnych roz-
ktadéw warunkowych Xj wzgledem ?3_,1 .

Ustalmy na chwile (,JGS?.. i oznaczmy przez t,l,tg,...
kolejne momenty skokéw trajektorii 6(t)(w) :
inf{t >0 ; AG(t\w) = 1}
it {5 > 0w 5 Aste)(w) = 1) gy

i

by = Tj(w)

Przy zatozeniu /11.4/, kazdy ze zbiordw po prawej stronie

/11.8/ jest niepusty, i dlatego cigg {‘L:J}JGN jest poprawnie
okreslony i $cifle rosngcy do + wo . W rezultacie, w kazdyn
skonczonym odcinku [[0,5] zawarta jest jedynie skodczona
iloé¢ elementdw cisgu {tj})eN .

Niech {Yj} jeN begdzie ciggiem niezaleznych zmien-

nych losowych o indywidualnych rozktadach

/1190 L(15) = s, w) s ‘jeN.
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y ~

Oznaczny przez ,.A.(w) rozkiad na D(lR+,H) dyskretnego PoPN
otrzymanego przez sumowanie ciggu {fa} wg skali czasu
{tj}:\eN « Innymi siowy, Mw) jest rozktadem PoPN Y(.)

okreslonego przez

[44..40/ Yw(t\ ={j.tz<t)yj )
] j\ .

W szczegdlnosci, rozkitadami losowymi na H sa elementy losowe:

/11.11/ wl——?,’)’,(w)on?: I+ i) terR .
: : Asjss(t)

Korzystajgc z /11.11/ oraz ze StW. 15.2., itatwo sprawdzié, ze

!

skonstruowany powyzej element losowy

/1127 Q3w —> ) € M, (D(R' H))

Jest mierzalny. Z konstrukcji réwniez wyniks fakt, e rozkiad
losowy F, Jest wyznaczony jednoznacznie z dokiadnoécia do
zbioru P - miary zero, niezaleznie od wyboru ciggu M stowa~-

TZysSzonego z ('i; IE) /por. § 3 - jednoznacznoéé )A_(G'.,) /.

DEFINICTA 11.2. Niech 2. bedzie skalg czasu na ({L F,3 ?),
a ciag zmiennych losowych _}’; bedzie adaptowany do _‘I "
Proces‘ X = L(§ 1-:’::.2) zadany wzorem /11.5/ nazywamy procesenm
generowanym przez (.f_ "E IZ) .

Rozktad losowy F" = F,(}_,E'Z) (w \m,‘ (D(R+,H)))zadany przez
/11.12/ nazywaé bedziemy prognozowalng charakterystyks roz-

ktadu procesu X(%E 'Z) 5

EFINICJA 11.3. Uktadem podstawowym /dla funkcjonalnego
twierdzenia granicznego/ nazywamy troédjke (Z{,'J’ ,Z),gdzie (_:i,g)

Jjest tablicg 5 adaptowamg do E ={3:n}h€-ﬂ\l y & Z = ‘{ Z,,,},,GN
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= { {6"“({;) ;{GR*)}MQN Jest ciggiem skal czasu wzgledem g
/ tzn. dla kazdego MmeN , 2., jest skalg czasu na (_0.,3",5,?)/[]

Funkcjonalny uktad podstawowy wyznacza cigg procesdw

{ Xy = Xy *n I |Zlh)}he N R {}T’/"‘ = ’T”' @"-" l‘i' 'Z"))““‘

prognozowalnych charakterystyk rozkiaddédw procesdw Xn.

§ 12. Funkcjonalna Zasada P. Lévy’ego.

Przez analogi¢ do Tw. 5.1., Funkcjonalng Zasadg
P. Levy’ego nazwiemy FTG dla uktadu podstawowego (x E,Z ),
W ktOrym na podstawie zbieznosci prognozowalnych charakte-
rystyk -{me} wnioskujemy o zbieznos$ci procesdw Xn & Xn(é‘—_.. i’-‘?ap

Udowodnimy szczegdlny przypadek FZL.
TWIERDZENIE D /12.1/

Niech {xn}helﬂ bgdzie ciggiem procesdw generowanymn
przez f. uklad podstawowy (_x_,,g , 2 ) s @ Xeoo bedzie ciagiym

-

wg p-stwa PoPN o rozktadzie F‘he Jl(i(D(R"',H)) :

Zatbdzmy, ze clag {ﬁ'm)mwprognozowalnych charakte-
rystyk rozktaddw {Xn}meN Jest zbiezny wg p-stwa do Fm:

~v ~

/1217 My =D Moo

: P

Woéwczas procesy {Xn}mew sg zbiezne wg rozkiadu

/ w D(RT,H)/ do oo :

/12.2/ X T Leo
n P(2(RT,H)
DOWOD. Zgodnie z Tw. 10.1. wystarczy
/i/  zbadaé zbieznoéé rozkraddw skonczenie wymiarowych,

/ii/ sprawdzié /10.9/ z warunku Aldousa (A).
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Zajmiemy sie najpierw punktem /i/. Wyblerzmy liczby
0= to<t,l< . 4 t, < + o . Zgodnie z metodg Craméra-Walda
wystarczy wykazaé, ze

/12.3/ (%, (1) = %, (50)s Xy (8) = Xy (89) 500 T, (5, X fe )

. (Aaxm, A.zxm,- : . ,A,,.Xm)
B ('AAXWIAJXM--~ Wi Xoo\:= '

= (X oo (59) = Eeullig) s +o s X palty) - Xoo(tr—’l))

Skorzystamy z Tw. 5.1. W tym celu, dla ustalonego p ;
14p<€r , definiujemy uktad podstawowy (i,P,‘}?, §P) w naste-
pujacy sposdb:

'\rp e 7 . T
O

(= ;jZ=1 X5 T(Oft,q) + k= J)); ke N, ne N

i

’ P _ o
/2.5 Fiy :?11,6'@.({:,5‘._4)‘+k” Sy ke Ny, neN |
/12.6/ Gfl:b"n(tp)-Gn(tp_q); meN

Sprawdzimy, ze wzory /12.4/ - /12.6/ rzeczywiscie definiujg
uklad podstawowy. Przede wszystkim, dla dowolnego ke NO’

b‘n (tp_,]) + k Jest momentem zatrzymania wzgle¢dem 3:11 =

: o . p )
'_‘{l}nk}ke N, ° Stad zmienna X, Jest “}.nk - mierzalna.
T P - - - . -
ponadto {67 = k) = {6 (v,) -6, (t,.4)= i} {6, (%) =
p
1 3 b
6'11 (’Gp_q) * &)E?nk » wigc 611 jest momentem zatrzymania

D
Wzgl@dem{f}~ nk}ke No'
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Majs miejsce nastepujace rdéwnosci /stosujemy ozna-
czenia /3.5/ i /3.11/ /:

o b v _ afePY . .‘
/e Ay x,= >0 %y =5(68) 5 1¢pgr, neN,

/12.8/ AW = o IF . =u62); 1¢pgr, neN
p M e,hu,,-.yigs.,ug nj =M

Z zatozenia /12.1/ wynika, ze
/12.9/ p(6%) = A, fies (= £ (Xnlip)~ Xealtp-a) 3 A6 p e
Istotnie, funkcjonad~ -
p(R*,5)5 4 > Ap() = $(tp) - $p-) €H
jest p'\;o - p.w. ciagly /edysz F"" jest rozkladem procesu
cisglego wg p-stwa /, stad }In = H,;, pociaga /12.9/:
PO = flno ' = Fme A" = Ay
Poniewaz Lp Foo jest rozkiadem nieskoiczenie podzielnym,
jego funkcja charakterystyczna Jest\rdina od zera; zastoso-

wanie Tw. 5.1. daje po pilerwsze: ciasnosé ciggu {A DKn} s
po drugie /Wn. 5.3./: _
0 p /\
~
/12.10/ & (exp(i(y, Do x T ) —> A f"""('ﬁ) . YeH
1 P P <
Z ciasnoscl kazde] ze wspbirzgdnych wynika ciasnosé ciggu
wektordéw /12.%3/, pozostaje wiec udowodnié, ze dla dowolnych
yq’ya, I yr€ H
r =
/12.11/ Eexp(i ;/IQMHAPXM));;Z, ECXP("'PZ_S%P)APX“’»

L

— rl A;\ﬁw(‘ﬁf) :



LEMAT 12.2.
T PR bt s o
Nlech {ZP}P"II bgdzle skonczonym ciggilem zespolo-
e =1
nych zmiennych losowych, {zp};ﬂl cliggiem 1 i ¢ z b. zespo-

lonych, =a {EFP ::::;

jest adaptowany do {?p} oraz

rosngcym ciggiem & —algebr. Jezeli {ZP}

/’12.42/]Zp\$1 pew., |z )41 ; 1¢per,

to ma miejsce nierdwnosé .

-
/12.15/‘&21-... £y -2y 25z | € Z"\E('ZP\’J“",-,.\— Zl.",
=

DOWOD. 11’5‘2,]‘22 ...-Zr — B4 By ees zrl

i1

Y

]% 22 E 2 o (21T, -2,)]
$ i lﬁ(zpiyp—”l) = I g
p=

i

Dla ustalonego n , podstawiajgc w /12.13/
. G2 A )
o exp (l<yp 3 A D An>) ’ C}-p = 3-n0 ( = ‘}-Il 's-m(tp) )

AN
5 Ap’.‘m(lﬁ} ;i 14p¢&r,

M
il

N
1

‘widzimy, Ze /12.11/ natychmiast wynika z /12.10/. Dowdd

zbleznosci rozkiaddéw skoiczenie wymiarowych zostak zakonczony.

Wykazemy, Ze speiniony jest rdéwniez warunek /10.9/.

Ustalmy C>»O i niech dla kazdego m , Tmb@dzie mo~-
menten zatrzymanla wzgl@dem{:}-n‘em&):}_bemf y Przyjmujgcyn
skonczong iloéé wartoéci

/12.98/ 046 4L, 4 .. <tnmn £ C.

o~
,% By mpy 2, - 21'32"511)-1' “ptite

1
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Niech SMQ 0. Memy udowodnié, ze
/12,157 X, (Tu+8s) = X, () 3

Przede wszystkim zauwazmy, iz G'M('C»,) n Gm(Tvﬁ S )
sg momentami zatrzymania wzgledem ‘3" {S:nk}keN . Istotnie,

poniewasz T Jjest momentem zatrzymanlu aazgl@eem{‘}'n%&)}te»kf ’

dla dowolnego k, 14 k¥ m , zachodzi

/12.16/ {Tm= .tm,k} € Tm,ﬁ'ﬂ@:mk)

Z definicji oznacza to, ze dla dowolnych 1¢k¢m i ;}G N,

11297/ T= Lo b { Gtk ) € (\} € 3_,,,\)
Stad o
/12.18/ {EMQTm)éé}r H {’Tmztmk\n{b‘m(’cmk)é;\} e J.
Identyczny jest dowsd /12.18/ dla 6 (T,+Sy) /edyz §, Jest
liczba/.

Podobnie, jak w pierwsze] czesci dowodu //12.4/ -

/12.6//, definiujemy nowy ukiad podstawowy

/12.19/ X g = Ly Gatayik + k€N neN .
/12.90/ F ., = ?n,ﬁ'm('rn}#k i keNg neN
/12.21/ B2 - € ([t $)- 6, (T)s NEN .
przy czym, oczywisScie, zachodzi:
/12.22/ s82)= X (v, + sm)- % (Tw) 5 meN.
ra/wEd = T e (=0 AN
B () <k € 6 (Tt S
Aby skorzystaé¢ z Tw. 5.1., wystarczy wykazaé, se
/12.24/ W (6)= AZ";S“ }I > o
lub roéwnowaznie - w kazdym poac:.c%g,u -{m} IN wskazaé podciagg

{m'll} c {M,)’ y dla ktdrego /12.24/ jest speinione pP.w. Niech
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wige {M,'}c N i niech dla {M"}Cfm'} zatozenie /12.1/
bedzie gpeinione P - p.w.:

~v . ~
/12.25/ p,mu(w) = Moo ;W eQ.AC S'Z.,
gdzie P(R,) = 1. Poniewaz (%, (W)+8,) — (W) =8, Y 0,
wiec /12.24/ natychmiast wynika z /12.25/ i poniZszego lematu.
LEMAT 12.3.

Niech {Yrﬁmen‘qb@dzie ciggiem procesdw o trajekbo-

riach w D(R+,H). Niech {Sm}mem i {tm\IMGIN bgdg ciggami licz-
bowymi o wtasnosciach:

/12.26/ Sn $tnd C , gdzie C Jest pewng staig ,
/12.27/ b, - Sp20.

Jezeli Yoo jest cisgly wg p-stwa i Y _? T s EO
/12.28/ T (6,) = ¥ (s F> O

W szczegdlnosci, jezeli {Yn) sg PoPN i VM'Voo €

¢
\J\AI ( D(R",H)) sg ich rozkiadanmi, to ";)ng Voo i ciaglosc
wg p-stwa Yo implikuja
12,29/ APV, =8, .
DOWOD. Jezeli Y (t,) - ¥, (s,) 74>0, to istnieja podciggi
it} i {Sw} oraz dL,eR , tg< c, takie, ze 6 %5 1P b
i dla pewnego € 5 O
/12.30/ B (| ¥y () = Tu(se)IDE) B E
Poniewasz Yn —39 T oo » na mocy Tw. Skorochoda o reprezen-
tacji/[54]/, mozemy zatozyé, ze
/12,31 T (0, 0) —> T (@) 5 0e S,

jako elementy przestrzeni D(R*’,H}. W szczegdlnosci, jesli
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tylko trajektoria Yh(“w) jest ciagta w tO€R+,
it, D>, 5, —» by to

712,32/ T, (6,0)DTee(6y,0) » T (5,50 >Tofb,,w)
/12.33/ 1 (6 W)=Y, (s ,8) —> O.

7 ciaglodci wg p-stwa procesu Yoo, o dla dowolnego toeR+’ pP.W.
trajektorie Yoo sg ciggie w to. Stad w /12.33/ wystepuje

zbieznoéé p.w. Jest to sprzecznosé z /12.30/.

§ 13. Funkcjonalne martyngaiowe
twierdzenie graniczne.

Mozliwoséci zastosowaﬁ UZL uwarunkowane sg posiadanienm
odpowiedniego, tzn. operujacego przeliczalng liczbg warunkéw
naktadanych na charakterystyki sktadnikow, twierdzenia gra-
nicznego dla sum niezaleznych zmiennych losowych. Kazde takie
H3obre’ twierdzenie daje odpowiednie NTG.

Podobny zamyst doprowadzit do sformuiowania, w poprzed-
nim paragrafie, FzL. Np. "randomizujgc", na mocy FZL, siynne
Tw. Donskera, 6trzymujemy natychmiast zasad¢ niezmienniczosci
dla martyngazdw, udowodniong przez Browna w pracy L6] /udo-
wodniong, oczywiscie, meto@ami bezposrednimi, bez uzycia FZL/.

Proba dowodu ogdlnego FUTG /ktérego zaitozenia byiyby
réwnowazne z zatozeniem /12.1/ Tw. 12.1/ napotyka Jjednak
trudnoséci techniczne. Znéne autorowi, odpowiedhie FIG dla
/rzeczywistych/ dyskretnych PoPN - tw. 3.1. z pracy Procho-
rowa [ 30] i tw. 2.3%. z pracy Skorochoda [55] - operujg bowien

warunkami, ktdére nie tylko sg trudne do sprawdzenia, ale
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i ‘nieprzydatne z punktu widzenia procedury rondonizacyjne]
/analogicznej do Stw. 7.2./

Naszym celem bedzie wiec w pierwsze] kolejnosci dowdd
FTG w klasycznym przypadku dyskretnych PoPN. Giéwnym narze-
dziem bedzie tuta]
LEMAT 13.1.

Niech{Xn}meN bedzie ciggiem PoPN i trajektoriach
w D(R+,H) Niech proces X o bedzie ciggiym wg p-stwa POPN
/istnieje modyfikacja X e 0 trajektoriach w D (R™,H)/

Cisgg {Kn }melN Jest zbiezny wg rozkiadu do X oo , whedy,
i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbieznego ciggu {tn\c_ R+,

tn—)t, speiniony Jjest warunek

/137 X (t.) —> X&) ;5 t ~>t.

DOWOD. Jezeli X, —j—? L, to [Xgo Jjest ciagly wg p-stwa/

dla dowolnego teR", X (t) ——-7 Aol t). Niech & -y t.
H

Z ciggu ’\tn\ mozemy wybra¢ podcigg monotoniczny, np. {tn') 5

tg 6. 2 /12.28/ /L. 12,3/, X, (%) - Xn'(tn')? 0.

Stad Xn‘(tn‘) ﬁ Xw(t). Poniewaz kazdy podcigg ciasgu <t }
zawiera podciag monoton:.cz*y, X (tn 50) X oolt).
Zatdzmy teraz /1%.1/. Niech t -7t, s,=?8, b b A s,

Mamy

/3.2/ X (%) ﬁ? X oo (%), Xn(sn)mxm(s).

i stad

113.30 L%, (v) = 25 ()2 L(%,08,)) STAX ) - x g o) L(xofs))
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W szczegélnoéci,{,t (Xn (’cn) - X (s;ﬂ))}heN jest relatywnie
zwarty, a poniewaz funkcja charakterystyczna [ (}iw(s)) jest

niegerowa, wiec
/134 Xy () = X (on) Fr Kea(t) = Xeos).

Z [/13.4/ otrzymujemy zbieznosé rozkiaddw skohaczenie wymiaro-
wych /por. /’1.2.5/ f ¢
Niech teraz ciggi {tn} s 8 '(511} speiniajg warunki

’c}s

0’ tn_ ol M 0, {tn} jest ograniczony. 7 tego ostat-

niego zagdania i /1%.4/ wynika tatwo, ze

1135/ Xy (8y) =Xy (81) =20 5 5, - 5,0, 6,3 s,

sup { +% , co z kolei jest réwnowaszne z
M

/13.6/ lim lim sup sup P(IX,(t) - X (=)lpE)= 0;6€0, g > O.
$20 n

tysigq

16=s1<§

Zbieznos¢ rozktaddéw skonczenie wymiarowych wraz z /1%.6/
implikujg X _—1? X, na mocy Tw. Skorochoda/[BBJ/, /ktoére
zresztg jest atwym wnioskiem z Tw. 10.1/ O

Niech {Xn}mewbcgdzie ciggiem dyskretnych PoPN, tzn.

# ~ e ' ® +
//]507/ I.\.n (t\ - z }&.nj E] t eR 9 hEN &
h"‘t,,\(pé't)
gdzie in 2= ~{ Xm, Xna,.. ) Jjest ciggiem niezaleznych zmien-
nych losowych o wartoéciach w H, a {tn(j)}jemc ]R"\{O} jest
skalag czasu. Oczywiscie trajektorie procesdw Xn nalezag do

D(R",H), ponadto X (0)= 0; neN .
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Ustalmy na chwile w€N . Z procesen J‘;‘{n&-stowau:uz;ysz:yc’:
mozemy odwzorowanie
/13.8/ B3t > (L s e 5 x A x(6 M)
nazywsne ukiadem lokalnych charakterystyk procesu Xn i okres-

lone wzorami
/13.9/ L% = 3 B X, S (N ) —zaa € H
/13.10/57 ,5) = 2 (5(<7, ;xn -<y,B an>) ¢ N
/12017 0] (8) = Z 2 (x,,€ 40} € 6,-U(H)
gdzle sumowanie odbywa sie po zbiorze (j H tn(j)g t)
Z /13.11/ wynika, ze uklad lokalnych charakterystyk wyznacza
rozkiad procesu dyskretnego.

Niech X og bedzie cigglym wg p-stwa PoPN, XN(O)E 0.
Jednym z gidwnych zastosowad rozwigzania CPG /Tw. 7.1/ jest
nastgpujgca reprezentacja jednowymiarowych rozkiaddw procesu
X oo
/13127 E(exp 1<y, Xoo(t)=

= exp(i <y'o(;°)- % <S:y,;y> + jK (7,%) M: ( cbc))

gdzie funkcja K (y,x ) okreslona jest przez /7.7/, a odwzoro-
wanie

N
/13:13/ tl——)elmeH jest ciagte, o(o = 0.

/1347 t =>5 G ,b Jest ciggte 1 niemalejgce /tzn. jesli
ﬁ(b‘ s (_"1
ts, to 8 =~ e’)/, 8, =0
o . : i =

/13157 ¢ >l € Go-dM(H) Jest niemalejacym (M’Oz O) odwzoro-
waniem w zbidr miar Lévy’ego na Hy, i jest ciggie w na-
st@pujacym sensie: dla dowolnego & GQH ’ A.$O, funkcja

W\ — R’ . ff(t) mt(A) Jest ciaggta.
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W szczegdlnosci, dla dowolnych t2s 20 rozkiad zmienne]
losowe] XKpo(t) = Xoo(s) Jjest nieskoficzenie podzielny.
Podobnie, Jjak dla procesdéw dyskretnych, okreslajace
_oo
rozktad procesu X oo Odwzorowanie ¥ I—?(dt, St’ v‘lt ) nazywamy
ukiadem lokalnych charakterystyk procesu X .

TWIERDZENIE /13%.2/

Cigg dyskretnych PoflN {Xn}meN’ 0 charakterystykach
lokalnych (", S™, ™), jest zbiezny wg rozkiadu do cisglego
wg p-stwa PoPN Xes , 0 charakterystykach lokalnych (e(,“, Sw, IVI°°)
wtedy, i tylko wtedy, gdy speinione sg nastepujace warunki

/13.96/ U (A)> g (A) ;5 Aedh, t € '
/13177 sup  Joti= T >0 ; teT .

0<sst ) )
/13.18/  wfs) > (T) + SIIX\laha(\\Xl\\ uy(ax) ; teT
/13%.19/ <be1 y,y}-)<£5°£y,y> + S(;y,x)a h2( nxu) M:(dx): v€G tel
gdzie T’Cl?\+ Jest dowolnym przeliczalnymn pod-
zbiorem gegstym, chﬂ G'~COniM jest dowolng przeli-
czalmng rodz:l.nac determmuaqcac zbiezno$é miar Leévy? ebo,
a G- Jjest dowolnym przeliczalnymn, liniowyn
i gestym podzbiorem H.
Jezeli Xn? oo » tO warunki /13.16/ - /13.19/ sg spei-

nione dla T =R*, § =N6-Cont M';
1R

DOWOD. Przypusémy, ze zardwno ze zbieznosSci procesdéw wg

i G = Hu

rozktadu, jak i z warunku /13.16/ wynika niemal jednostajna

infinitezymalno$é sktadnikéw procesdw X,
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/13.20/ sup 2IX,U%E) =05 €0, %o,
Lt &ty o

Na mocy L.13.1., wystarczy wykazaé rdéwnowaznosé
warunku /13.1/ i warunkéw /13.16/ - /1%.19/.

Poniewaz speiniony jest warunek /13.20/, wiec
X, t)zji}guj Jest sumg infinitezymalnych skiadnikoéw
1 zbieznos¢ w /1%.1/ mozemy wyrazié przy pomocy Tw. 7.71.
Oznacza to, ze /13.1/ jest rdéwnowainy z Warunkami /3.2 =
/1%.23/:
/13.21/ wftln( B> ur(a); sed, o > .

/13.22/ o} —> 47 .
n t /
/13.23/ s{cln —> T (uw K) 3 te>1t

{—,M—a’c.

gdzle Tv: Jest S-operatorem zadanym przez forme kwadratowag:
/15e26/ KTEy > = <FTyy> + fGy S RERYMT @) ; ye .
Widac, ze /13.22/ jest rownowazne z /13.17/, a warunki /13%.241/
i /13.23/ pociggaja /13.16/, /13%.18/ i /1%,19/. Wystarczy
wige wykazac, ze z /13.16/ wynika /13%.2%/ i 2e /1%.18/ wraz
z /13.19/ implikuja /13.23/.

Niech A€ A. Fa mocy /13.15/ funkcja £ ( s) : = ey
Jest ciggia i niemalejgca. Funkcje fﬁ (8) 2= Mz (A) 58 nie-
malejgce. Warunek /13.16/ oznacza, zZe fﬁ ( s)-%>ff;(s) dla s
z pewnego podzbioru gestego R*. ﬁiemal jednostajna zbieznosd
/1%.21/ wynika teraz z elementarnego faktu z analizy, ktéry
ponizej wyodrebnimy w postaci lematu.
LEMAT 13.3.

Niech {fm)meig bedzle ciggiem funkcji niemalejgcych

na R, i £ niech bedzie f.ciaga na RT.
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Jezell dla pewnego gegstego /i zawierajgcego O/ pod-
zbioru T'€R™ ma miejsce zbieznosé
/13.25/ £, (t)> £ (%) 5 t€T,
wéweczas fn zmierza do f.q niemal jednostajnie na R "
i w szczegdlnosci, niemal jednostajnie do funkegi f;E 0
zmierzajs maksima skokdéw funkeji T,s bzn.
R
/13.26/ £, (t) : = sup Afn(s) >0 ; t ek,
i 0¢s &t
glzie AL, (s)= £,(s4) -, (s-) . O

Podobnie, jak /13.21/ wykazujemy warunek /13.23/
wybierajac funkeje :Eg (8):= (52‘ ;y,:y> : f'z‘( s): = <'1‘?: Tod D =
itd.

Dowéd Tw. 13.2, zekoaczymy, dwukrotnie wykazujgc

warunek /13%.20/.

LEMAT 13.4.
Niech procesy { Yn}meN bgdg generowane wg wzoru

/13.7/ przez ciggi '{Ynj} /niekoniecznie niezaleznych/

JeN
zmiennych losowych w H i skale czasu {tn( j)bm. Niech Y.q
bgdzie procesem ciggiym wg p-stwa i o trajektoriach w D(R+,H).
Jezell T 3? Yoo » b0 speilniony jest warunek /13.20/.

DOWOD. Przypuéémy, ze dla pewnych £y0 1 % ) 0 warunek
/12.20/ nie zachodzi. Wéweczas istnieja: VL) 0, G &6 i cigg
{;,\}“EN cw , takie, ze

112:27/ %, (Jo) —> o

/13.28/ lin sup P(uyh;lh 1>€)> % 9)

m



Niech {s,),e‘_]{"‘ bgdzie ciggiem okreslonym przez /13.29/ °
. /] <

p13.29 (psms (5,G) = %5, o (e )

Z definicji /13.7/ maja miejsce

/13.30/ s > tq

/1331 Tng o= T (6,0) - T(sy)
Stad tn(;l") - s, —2 0, ‘{tn(jh)}neN Jest ciggilem ograniczo~
nym‘, i na mocy /13.28/ i /13%.31/, ) (tn(;).,\) ot (sn) nie

zmierza wg p-stwa do zera. Otrzymalisdmy sprzecznodé z teza

T 2.5, -]

LEMAT 13,5.

Warunek /13.16/ pocigga niemal jednostajns infinite-
zymalnos¢ sktadnikéw procesdw dyskretnych Xn y tzn. warunek
/13.20/ .

DOWOD. Ustalmy t »O. Niech €0 bedzie takie, aby
- °o <

/13.32/ ug (VX =g)= 0
/zauwazmy, 1z € moze byé dowolnie bliskie zera/. Wprowadzimy
" y ) ) . =1
funkeje £, (s) = U (X HE); =¢t ,neN . Funkcje £, i neN
sg niemalejace, £, Jjest ciggta, ponadto z /13.16/ oraz
/13.32/ mamy

/13.33/ £, (s)\=DL(s) ;i seT@wl0,t] .

. . . " _ () o e “ Yy _ ¥
Poniewasz supd P(lmnjll >¢) = Ofgft in(u) £ (s =) = fm(t ),
warunek /13.20/ jest druga tezag /13.26/ L. 13.3 . O

We wspomnianych na wstepie FIG, zardwno Prochorow,

Jak 1 Skorochod, zaktadaja a priori infinitezymalnosé sktad-

nikdéw.
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W formie zaprezentowanej powyzej, dostatecznoéd
warunkéw /1%.16/ - /13.19/ /plus niepotrzebne dodatkowe
zatozenie o0 infinitezymalnosci/ zostata stwierdzona w pracy

17 /przypadek H = B

y 1982/. Autorowil nie sg znane prace
dotyczace koniecznoéci warunkdw Tw. 13.2.

Dysponujgec Tw. 13.2., ktdére operuje przeliczalng
liczbg warunkéw, z atwoscig zmodyfikowaé mozna metode ze

Stw. 7.2., 1 w ten sposdb “rozszyfrowaé™ zalozenie /12.1/ FZL.
TWIERDZENIE F /13.6 - FMTG/

Niech funkcjonalny uktad podstawowy (§ , F ,Z\ generuje

cilgg procesdw { X . Niech Xy bedzie ciggiym wg p-stwa

nJmeN
POFN z ukadem lokalnych charakterystyk (o™, S™ M™). Dla
zbieznosci wg rozkiadu /w D(R*',H)/ciecgu procesodw {Xn} 4o X oo

/Xq ? Xﬂ/ wystarcza, aby dla kazdego t z pewnego zbioru

gestego TeR’, speinione byiy warunki

/13.34/ 2 B 4 (% €a) > ur(4) 5 aed,
KKCOE)
11335/ swl| 2 B, 4 X, - LT =>o0
0458t A<kew,@ ?
= s R ~ 12 v
/'15.96/“%26_(J(c)hﬁ,k_,I DU S N | ) =7 tr(Ty)
N SOy
o . ~ (2 . ~ O\ 2
/15‘97/“%6(&%;,1{4 CLD AR SR Ank\) )?(T:y,y>;\aﬁe
N Vn
gdzie S-operator T:: zadany jest wzorem /13.24/, tzn.

{T% 390 =487 300 + (9,202 B XN) H™(ax) ye H .

a f} 1 G sg takie same jak w Tw. 13.2. [

)
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Niestety, gdy Xoo nie jest procesem gausowskinm,
warunki Tw. 13.6. sg na ogdi dalekie od koniecznosci /pomi-

Jajac przypadek objety Tw. 13%.2/.

§ 14. Zasada niezmienniczogci dla tablic
rdéznic martyngatowych.

\

W 1979 roku, w cytowanej jusz pracy [10], Ganssler
i Hausler podali zasad¢ niezmienniczoéci dla TRIM. Udowodnimy
nieskodczenie wymiarows wersje tego twierdzenia.
TWIERDZENIE G /14.1/

Niech X o bedzie gausowskim PoPN i ukiadzie charakte-
rystyk lokalnych (o,s;‘,o) ¢

zarozmy, ze (¥ ,F) jest TR, i ze funkcjonalny ukiad
podstawowy (%,,;F ,z) speinia warunek

. % & : k .

/4.1/ 01ag{}%1(t) = sup || Ank“)neuaest jednostajnie

AL K <6,t)
catkowalny dla kazdego tclf'.

e

)

Jest zbiezny wg rozktadu /w I)(Rf}HJ/do Koo W.-be doy .4

Ciagg {An memlprocesow generowanych przez Cé,
tylko wtedy, gdy dla pewnego zbioru gestego T'GR?
i pewnego liniowego i ggstego podzbioru GCH, speinione sg
warunki

. 2 |
SRR < R (87);: e’
A< K < 6,(t) P

(S 3 Gy T F S e s ,
9o e ) oo LGen &
i D <t3’a’> p
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Jezeli X —5? Loo , wOWczas warunki /14.2/ i /14.3/
spetnione sg dla T'= R* i ¢ = m.
DOWOD dostatecznobci warunkéw /14.1/ - /14.3/.

Z warunku /14.2/ wynika

/1 sw X, || =0, teR*
A<k <6, (%) o | D R

Rzeczywiscie,potdimy Z (t) =3 \\Xnkl\z' i niech
, AL RE G ()
r%c 7’ bgdzie przeliczalnym podzbiorem T gestym w R".

Po ewentualnym przejéciu do podciggu, mozemy zaiozyé, zZe
oo "

/14.5/ Zn(t)-—) tr(St) PW. 3 tE€ T |

Stosujge L. 13.3, otrzymujemy

_. ¥ 2 ‘ : ’

/hee/  Z (t) = sup | LW °— 0 puw. ; teD
A&k $6,(+) :

/piszgc znak réwnosci w /14.6/ skorzystalisdmy z faktu, ze

trajektorie skal czasu maja skoki wielkosci Jjeden/.
Warunek /14.4/ wraz z zaioZo_nac Jednostajng catko-

walnoscig /14.1/, pociagaja

/77 swp ||X | ——>
ek <G, 25 n! b

;i teR. |

Powtarzajgc teraz rozumowanie przeprowadzone w dowodzie
Tw. 8.2. /CTGM/, sprawdzamy, ze warunki [N42/y /4.2 1 /14,37
poc:i.r:@gajac warunki /13.34/ - /13.37//dla ol: = 0, M;oz o/
z Tw. 1%.6 /FNTG/.
DOWOD koniecznosci warunkdw /14.2/ i /14.3/.

Przypusénmy, ze Xn -—52 X0 « Poniewaz p.w. traje-

ktorie X,, sag ciggle, zbieznoié wg rozkiadu do Xee implikuje

o0
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/14.8/ X T(t) £ Xo(t) = 0; teRk?

Stad, i z /14.1/,wynika /14.7/, W szczegdlnosci

/9 swp [y xS 4 ouvn osw x|l =P 0;0€i, vek
A< k $6,,(t) A& k £6,(3)

Dla ye H rozwazmy /rzeczywista/ TRM (}23‘- , gdzie fq:{<y,iinv>}
- -_— = 14N

Poniewaz ma miejsce /14.9/, do ukiadu podstawowego (:*,2,3: ,Z)

mozemy zastosowaé jednowymiarowsg wersje naszego twierdzenia

/zob. [10] /, i w ten sposdb uzyskaé

/14.10/ Z <y, l’lk> -—?( Pt y,b’> H tC’R+’ y €L,
4$k<€(4,)

LEMAT 14.2.

Niech (3,,

oy

.y

X ) bedzie TRM l{}zn}meﬂ\l ~ cliggiem procesdw
generowanym przez f. ukiad podstawowy (% f‘F 5.)
Przypusénmy, ze cigg {A } spetnia warunek /14.7/.
Woéweczas "StnlCJe tablica 3, taka, ze(x, i)aeut TRI, zmienne
tablicy 96 88 ograniczon "
/14.11/ %l &2 5 k€N neN

1 speinione sg warunki

/142/ swp [|X(s) - X (s)|—> O tER
4 D

04s¢t
/14,13 sup 1X5 | —> ¢ &
NS k<6E) nk - ; eR

/wan/ Qx5 - I E M —> 0 teR

A< k<6, (%) ALk € §,E) P
/145 D K3y X0 =D Ly, x4 52 —y 0 v, seR’
1< K £,(k) 14 k6@

DOWOD polega na adaptacji dowodu Lematu 1 z pracy [’IOJ_D



88

Ne mocy L. 14.2, mozemy zaiozyé, e tablica I

sktada si¢ z rdznic martyngatowych Xnk’ norma ktdérych
ograniczona Jjest przez 2.

Przypuéémy na chwile, ze ciag ’{’l,{n = U‘G‘m('m}mew

losowych S—-operatordédw zadanych wzorem

11426/ Uy 755 )= 2 Laakig BE

A& K € 6y(E)
jest ciasny w ’) . Woéwczas tr (un) — i (Sm) Tstotnie
jo v/ '

niech {uml}bedzie dowolnym zbieznym wg rozkiadu podciggiem
{uay ¢
Uz 3ery oo

Dla dowolnego ye}l',<'u_n:y,y> ?(uWy,y> . Stad 1 z /14.10/

P <<U"oo :y',y> = (S?y,y) i yeE G) = 1, gdzie G Jjest przeliczal-
nym podzblorem gestym w H. Jest to réwnowazne stwierdzeniu

(-~}

Uoo = Sy P - p.w. i w rezultacie tr | Un')? tr (U.,,): tr(b?)

Z cilasnosci ciggu {Un} wynika teraz

©0

62U, )= 2 I 0° ? o ( S¢)
14 k<€ ( t)
Dowdd warunku /14.2/ sprowadzony zostat do wykazania
ciasnoéci ciggu .\u’M}MGN _
Ustalmy baze¢ ortonormalng -{Q..} AEN Y H i przy-

pomnijuny odwzorowanie /4.41/
/w7, Ky —> e W/a/

W) = Tey ey
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Ciasnosé -{ L’n& Jjest roéwnowazna ciasnosci miar losowych
aron S . . = ;
{lv- neN ° Mozemy wigc zastosowaé Tw. 16.1. Innymi sktow

nalezy znalezé momenty zatrzymania {TE}%Ntakie, ze
€
/1498 P (tE€ L 6,(+) L E . heN
AC TP € ie o X k W e 5
/14.19/ {LJ (”c.‘ )}neuc ?) Jest warunkowo zwarty.
Pokazemy najpierw, ze P clasnosci ciggu {}‘n} Wy~
nikaja /definicja "’NL - zob. /2.9/ /:

/14.20/ 1lim sup P sup )]Xn( s)“}G): 0; teR”
0<5¢

CPoc m
/14.21/ lim  sup P( sup r (A (s)>$) 0; 0, t€ R+_
NS> m 0<s <t

Dla dowolnego €50 istnieje zwarty zbidr Kecx

taki, ze
/14,227 iﬁfP(Xn(s)eKE C0¢s¢t) D A-€

Poniewaz KE Jest zwarty, istnieje stata C > O ograniczajgca
zbidr KE: sup IIXU(C , i dlatego
x€ K¢

/12 s E (s 15, (209) < s (Y {KOEKD) 4

0<s4t

Podobnie, dla & > 0, z kryterium warunkowej zwartoséci

w przestrzeni H /Tw. 2.2/ istnieje N(X‘S) eN takie, Ze dla

N) N(E), sup r5 (x)gg . W konsekwencji, dla N > N(§€)
xek

/14.24/ sup P (Sup I‘ (b) >S)(SU-P ‘)(u { X (5)¢ kﬁ})

M 0454t
Dla ustalonego €70 poidimy teraz

/1%.25/ T (=€) = 6 (t) A nf{k su,p \lZ X,..,,ll >C"}
gdzie C jest dobrane tak, aby spelnlony byl warunek
/14.23/ . Wowezas
/14.26/ sup tr (EU(va)) = sup E(Z nxmk.“z\
S P (cm.) (6o 1Xnl42)

M kg,
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/4277 sup Z(EM('r )e-.,€>‘ SUP ZE(Z <xmkc»,€>)

=N ﬂﬂk %

= SU.P i) (Z_ o~ (XM\L)

A¢kgT

= Sup E L(Z_. ka)
<S+ aup 2(c+H) P('{“L(Z xmk)>g)

v.<'c,,
+ 2(_04“)5“1) ‘P(uk(s'(b) i {k ma) > g)

Z /14.21/ wynika, zZe ostatnie wyrazenie po prawe;; stronie
/14.27/ zmierza do 0, gdy N~ + oo . Warunki /14.26/ i /14.27/
oznaczajg warunkowg zwartosé ciggu {Eu (q: )} NE Pozostaje

wiec tylko zauwazyé, ze z /14.25/

P (u(e)# UG®) < P(rca®) (e O



7

UZUPELNIENTIE
MIARY LOSOWE

§ 15. Miary losowe

Niech Qk,d) bedzie osrodkowg i zupeing przestrzenisg
metryczng, a duck) b 3 Juqfo odpowiednio przestrzeniami miar
skonczonych i rozkiaddw na q( y Wyposazonymi w topologie

stabej zbieznosci /zob. § 1/

DEFINICJA 15.1. Miarg losowg /rozkiadem losowym/ na qt nazy-
wamy mierzalny element losowy o wartosciach w przestrzeni
M) 7w, /. O

Wiadomo /zob. Tw. 6.6., Rozdz.II,[29]/, e stabg

topologie m/Ju@&)generuja qdwzorowgnia postaci
154/ ) 3 M —> §(M):= (eoM(dr) eR"

gdzie fé_}_?COB(H,)iE Jest pewnym przeliczalnymn

podzbiorem przestrzeni funkcji cigglych i ograniczonych na j(.
Liatwo stad wynika
STWIERDZENIE 15.2.
Niech IM: (Q., ?,P)? Ju(ﬂ)be;dzie elementem losowym
w M), ‘
Nastepujace warunki sg rdéwnowazne :
/i/ M Jjest miarg losows /M jest mierzalny/
/ii/  Odwzorowanie E?ONI Jjest mierzalne dla kazdej funkcji

f ciggtej i ograniczonej na }(.

r~ . » . 4G -~ . &
/iii/ Odwzorowanie fe Il jest mlerzalne dla kazdej funkcji
T borelowskiej i takie]j, ze

PSHIM@ <+ )= 4 . O .
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DEFINICJA 15.3. Mowimy, Ze miara losowa M Jjest caikowalna,
jesli E (l"&(’)(,)) { +%0. Jezeli M jest catkowalna, woéwczas

odwzorowanie
/15.2/ By 3 p > (EM)(W) 1 = E(M(W) R’

zadaje miarg IM G,(M(‘lb) , ktéra nazywaé bedziemy wartoscig

oczekiwang miary losowej M. O

Zauwazny, ze Jjesli M Jjest regularnym rozkitadem warun-
kowym X :(-D.l?|P)——) (’R,;x) wzgleden (jcs", to
/15.3/ Em=&(x).

Miary losowe, W sensie définicji 15.1., od dawna
rozpatrywane byty w kontekscie tzw. procesdéw punktowych oraz
procesdéw gal@zkowych; na ogdr jednak zainteresowanie budzity
przypadki, gdy przestrzen W byta zwarta /[31] /, bgdz lokalnie
zwarta o bazie przeliczalnej/[18]),[21)/. Wydaje sig¢, ze
plerwszg pracg, w ktérej konsekwentnie stosuje sie aparat
miar losowych na przestrzeni ogdlniejszej niz wymienione,

jest praca Aldousa [2].

§ 16. Kryteria ciasnoséci miar losowych.

Niech {Mi}i’e]: bedzie rodzing miar losowych na K.
Poniewaz przestrzen JM,(}(,) Jjest przestrzenig topologiczng,
pojecle ciasnoéci rodziny {Mi\IieI ma naturalny, okreslony
w § 1, sens. Zgodnie z /1.%/, rodzina {Mi\JieI Jest ciasna,
Jezeli dla kazdego S} 0 :Lstnleag zbiory mierzalne {Ai,S}iel
takie, ze

/16.1/ P (Ails\}/x -$; nEI
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/16.2/ zbiér ‘U{M;(‘lw) Jwe A,‘L'g} (i Ju,(’}(,) jest warunkowo
el
/ = relatywnie/ zwarty.
Korzystajac z Tw. Prochorowa /Tw.1.2./ udowodnimy
TWIERDZENIE 16.1.
Ni 1 N e i ] i g ‘x. C SOV ne .
Niech 'U“i }me.[ bedzie rodzing miar losowych na '}(.
Nastepujace warunki sag réwnowazne:
.o ) -y 3 o .-_“‘_-‘ % L s .a oy
/i/ Rodzina {Ml }'I-GI Jjest cilasna ,
/ii/ Dla kazdego $§>0 istnieje taka rodzina catkowalnych

. Y 3
miar losowych {T 5 }«. I ° e

/16.3/ sup P (U8 #11,) { §

el

3 A M S & 1TEe o o ; 1
/16.4/ zblér .{mui }'\'E‘IC J‘A(W) jest relatywnie zwarty.
DOWOD. Zaidzmy, ze rodzina {Mi}iel Jjest ciasna. Ustalmy
$> 0 i niech zbiory {Ains}"‘d speitniaja /16.1/ i /16.2/.
Potdzmy

YRR T s N ; <

/16.5/ U3 (-0) = IAi s(w) (W) 7 a€l

: 9

N

Na mocy /16.2/ i Tw. Prochorowa, istniejg:
1/ stata CD>O0 oraz 2/ ciag {Kn} wstepujacych zbiordw

zwartych, takie, Ze

/16.6/ sup sup ms (“J{, w)~ u’l‘)t swP M(‘}t oo)
e

veL
/16.7/ sup sup M (K w 'nelN
T oo M|) ne ‘r’qu;sM (K o) & , .
Stad
/16.8/ §u§> EME(’K\
e
/16.9/ sup EM;f(Kf)ﬁ-,t , me N

vel
a wiec rodzina {M]S-}‘I,GI speinia warunek /16.4/.
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Warunek /16.3/ wynika z /16.1/ :
; vn,‘s N A
/16.10/ P (1] # 1, ) £ P(a; ) < 8

7aldzmy teraz, ze speiniony jest warumek /ii/
sbwierdzenia ,

Niech §> 0 i niech rodzina {Mg}iel ma wiasnosci
/16.3/ i /16.4/. Pordzimy

/69, @ 255 sup EX; > (%)
el
Wybierzmy réwniez taki cigg zblordéw zwartych {K M}MGN

aby

/16.12/ sup El; (K T A . neN
A€l

Zbiory (.n 38» okreélamy wzorem:

3 - AME=mYa{ M ccn DM () ¢4}

Bezpoérednio z definicji /16.13/ wynika, Ze speiniony Jest

L1615/ A

warunek /16.2/. Pozostaje do sprawdzenia /16.1/
c )
/16.14/ P (Ai‘,JS) 4 p(M-‘#MW ) P(Mi(}d>c)+
+ 7_ P(M (ky) > 4\
cgv BUEW L 5w EMi() <35 O
WNIOSEK 16.2.

Niech {Mi\liel i{Ni\MGI beds dwiema rodzinami miar
losowych. Przypuséémy, ze rodzina {“1\ iei jest ciasna,
zmlenne losowe {Ni(‘a(,\},i’ej—_ sg Jednostajnie ca: kowalne, oraz
istnieje stata C> 0 taka, ze

/16.15/ N; 4 C-l; p.w., neT.
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Wtedy rodzina {ENi};teIc./u(]{) Jest relatywnie zwarta.

DOWOD. Ustalmy €» O i niech $>0 bedzie taka, ze P(A) <s

pocigga
/16.16/ sup B (T, () 1,074 &
T '
Dla ciasnej rodziny {mi)iei wybierzmy miary {ivifhe.r

speitniajgce warunki /16.3/ - /16.4/ z Tw. 16.2.

Niech K bedzie tekim zbiorem zwartym, Ze

/16.17/ Bl (k) € &y . :

Woéwezas

/16.18/ BNy (K°) = v, (x°) I(Mvi = uf)]+ v, (%) 1(m# uf)]
¢ o (x%) + E@Ti(x):[: (Miqél‘-ﬂg)_]

na mocy /16.15/, /16.16/ i /16.17/. Z zalozonej jednostajne]

/N

catkowalnosci ]\Ni K‘il.,)} wynika réwniez
/16.19/ sup EN,(R) < 500 O

[{=3

Dwa nastgpne rezultaty sag natychmiastowymi konsekwen=-
cjami Tw. 16.1 i Wn. 16.2.

WNIOSEK 16.3.

Niech -( mihet i (Ni},\lq bgdg rodzinami miar loso-
wych. Jezell rodzina {Mﬂiel Jest ciasna, Nié Mi PeWa} ieI’
oraz istnieje taka stata C >0, zZe
/16.20/ N; ()< C pew. sl
wtedy rodzina (E‘Niheicdl,l(%) Jest relatywnie zwarta . [
WNIOSEK 16.4.

Rodzina {Pihe‘[ rozkiadow losowych na '}’( Jest ciasna
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wtedy, i tylko wtedy, gdy rodzina {395)361

jest relatywnie zwarta. [
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centralny problem graniczny

twierdzenie graniczne

centralne twierdzenie graniczne
" W " dla martyngaidw

/dla tablic réznic martyngatowych/

funkcjonalne twierdzenie graniczne

martyngatowe - i

" ki " dla sktadnikéw
warunkowo infinitezymalnych ;

centralne martyngaiowe twierdzenie graniczne

funkcjonalne " iy e

Zasada P. Levy’ego
Funkcjonalna Zasada P. Levy’ego
Uogdlniona " "

tablica rdznic martyngazowych

proces /procesy/ o przyrostach niezalezinych.
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Recenzja rozprawy'doktorskiej mgI'A;'Jakubowskiego
peto. "Iwierdzenia graniczne dla sum zaleznych zmiennych

losowych o wartosclach w przestrzeni Hilberta“‘

Beoria twierdzen granlcznych dla zaleznych zmiennych losowych to
cbecnie szeroki dz1al teorii prawdopodobienstwa. Zwlaszcza w optatnich
latach teoria ta nabrala lmpetu dzigki zwiqzkom % teoriq semlma}tyngalow,
7 twierdzeniami granicznymi dla semimartyngazdwe Tw1erdzen1am1 dla zaleznych
zmiennych losowyh zajmowall sig wybitni probabiliéci tacy jak Ibragimow, ‘
Varadahan, Grigelionis, Szirajew 1 Skorochods Jak do tej pory twierdzenia te
otrzymywano pPOpPIrzez ostabianie zaXozend o niezaleznoéci zmiennych losowych
i adaptowaniu , czgsto bardzo pomyslowemu,»odpowiedniego klasycznego dowoduo
Posréd tych twierdzen granicznych obszernag klasg stanowig twierdzenia w ktéryck
niezaleznosé zastepuje sie zaloZeniem,gze pewne "wargnkowe charakterystyki" '
sg mates  Recenzowana rozprawa,stanowi przeiom w twierdzeniach granicznych
takiego typu. Znaleziono w niej metodg redukeji,t.zn. otrzymywania, twierdzen
granicznych z " uwarunkowaniem" w zaloéeniaeh*do_odpowiednich twierdzen dla
niezaleznych zmiennych losowych, Metode ta autor nazywa Zasada Leviegoe
Jest ona glownym wynlklem rozprawy. Dowdd zasady Leviego skiada sig 2 dwu
twierdzed Twierdzenia 4.4 i Mwierdzenia 5.1s Dowody tych twierdzen sg mocno
nietrywialne, autor "po drodze" dowodzi interesujgce same W sobie nierdwnosci
typu martyngatowego / Lemat 5.24. 0 ﬁelikatﬁoéci tych twierdzen swiadezy
réwnieZ to , %e jak sig wydaae twierdzenia te sg siuszne tylko dla przestrzeni
Hilberta, w kazdym raz1e nie’ sa prawdziwe w dowolne] przestrzeni Banacha,
oraz to, e zaxozenie pu # O na zblorze gestym jest istotne dla identycznosci
rozk¥adéw granicznych w Pwierdzeniu 5. 1.. Dalsze rozdziaty rozprawy stanowig

‘ilustracje Zasady Leviego i pewnego jej uogolnlenla° Tak wigc otrzymuje

sie z niej dosyé Zatwo wszystkie znane‘recenzentow1 twierdzenia granicune

Z “uwarunkowarlem" w zalozeniach a torﬂwyprowadza istotnie nowe

tw1erdzen1a. Na uwage zasluggiyi :z:twierdzenie Ibragimowa,w

ktérym uwarunkowania wystqpu % w n topniu, twierdzenie o ciggach

stacaonarnych uzyskuje sie tq metodg. ngéfhi rozdziax poswigcony jest




t.,2w. funkcjonalnym twierdzeniom granicznym. Chodzi fu o twierdzenia

granlczne dlaprocesow. Autor. wykorZystuje swojg metode do undowodnienia
interesujgcego twierdzenia granlcznego, w ktorym rozkladem granicznym jest
proces o przyrostach niezaleznyche: Po drodze autor udowadnia 1stotne
vogélnienie kryterium Aldﬁsa na zbieznosé wedlug rozktaddw c;qgu proceséw,
oraz podaje krytefium progte i eleganckie na zbieznosé wedlﬁg rozktaddéw
ciggu proceséw O przyrostach.niezaleZnych.‘ Twierdzenie gramniczne to jest
bliskie wynikom Lipceray Szirajewa o zbieﬁnoéci wed¥ug rozkiaddéw ciggu
semimartyngaxdéw do procesu o przyrostach nlezaleznych i wydaje sig

bardzo prawdopodobne ze rowniez tu mozna zastosowac metode autora.
Swiadezy to jeszcze raz o znacznea wartosci metody autora.

Oprécz tego rozprawa zawiera kilka xnteresujqcych przyktaddw 1 kontrprzykta-
déw a takze uogélnienieiZasady Niezm;enniczosci na @artyngaly o wartosciach
w przestrzeni Hllberta. , | }

Praca napisana jest w sposéb bardzo staranny i przearzysty. Recenzent
znalazt tylko niewiele bxeddéw typu korektorskiegoe Autor wykazax sig
w rozprawie imponujgcsg wiedzg w temaecie i}jego gkebokim przemysSleniem ,

a takze umiejatnoscig w postugiwaniu sie zaawansowanymi metodami teorii

prawdopodoblenstwa. Rozprawa jest bardzo bogata w wynikio. Udowodnlona

przez autora Zasada Leviego stanie sie w teorii twierdzen granicznych dla

zaleznych zmiennych losowych podstawowym narzedziem, Czyni ona X %xg teorig

o wiele bardzie] eleganckg 1 znacznie - Jq upraszcza, Otwiera ona takze nowe

pole badan a zwiaszcza W zakresie funkcgonalnych twierdzen granicznych.
Rozprawe uwazam za wybitng 1 przeto wnosze 0 dopuszczenle jej do publiczne

obrony i o Jjej wyréznienies

Werszawa 16. XII, $982
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, RE c ENZJ A S : 5
pracy doktorskiej mgra Adama Jaknbowakiego pt. Twierdzenia graniczne

dla sum zaleznych zmiennych losowyoh-ouvartoéciach w przestrzeni Hilberta

. Bez przesady moZna powiadzie&,zp:tpierdzenia,graniczne dla sum nie-
zalefnych zmiennych losowych stynnlowii& rézwﬁd nowoczesnego rachunku praw-
dopodobiedstwa. W latach trzydziestych biezaceso stulecia stosujgc metodg
funkec ji charakterystycznych stworzono solidna teor19 rozk&addw granicznych
dla sum niezale2nych zmiennych logowych@o:wartoéc;ach rzeczywistych .0d lat
pieédziesiat}ych oi)serwujemy. rozsze:;t»'g,ep.iev :te,J pxoblematyki na przestrzenle
eullidesowe,Hilberta ,Banacha i pié;zv_rﬁ;;a‘j'-ippologiczne lokalnie wypukie.REw-
nolegle powstaje nui't 'badaﬁ rozkladéﬁ granicznych na grupach topologicznych.
W latach szef€édziesigtych &I;QZpocz:,'na .sig praca eliminowania z tej problena-
tyki zatofenia niezaleZnofci sumowanych;_zﬁiennych losowych i obecnie zagad-
nienie twierdzef granicznych dla sum‘zjalezrnych zmiennych losowych naleZy do

.Zywo rozwijajacego sig dziaiu teorii‘b'ipx‘."a..v‘(‘_dolaodobieﬁstwa. Tu tez zaliczyé ‘
nalety recenzowang prace doktorsikg. :
" Punktem wyjécia rozwaZan mgra:A,Jakubowskiego jest tablica zmiennych
losowych przyjmujgcych Wartoéci % =o§i~6&k§;ej przestrzeni Hilberta i adapto-

wana do rodziny filtracji, 2z ktéra w.i.p'ze on c¢igg momentdw zatrzymania.Podsta-

wowyml obiektami badafd sg : ciag 1csowych sum wierszowych S(& ndlng N)

\>k
S = : : ;
(Ga) 14;*, o gdzie G

oraz cigg prognozowalnych charakﬁo:/ i51;

ast n-tyn momentem zatrzymania oraz

(nEN) bedgcych splotem

WDN - Zam, 1371/74 - 5000
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wkasnofciani granicznymi S(QT ) a proghoﬁéwalnjni‘chérakterystykami to owocna
idea sprowadzania systuacji,w ktérej brak niezaleﬁnoéci do sytuacji ,w ktérej
juz jest niezaleZnofé. Podstawowa rolo odgrywa tu twierdzenia ?A gioszgce ,Ze
ciasnobé ciggu /M (QS ) 1mp11kuje ciasnoéé ciaeu rozkladbw ;. S(& ) . Dalej,
Autor formuiuje twierdzenie B zwane przez niego uog&lniona zasada P.L&vy*ego
gloszace ,2e zbieZnoké (Q; ) '4?/}‘ wedlus prawdopodobieﬁstwa pocigga

dla ka2dego punktu skuplenia )) clpgu rozkiadéw s(é? ) ,ktbry w my&l twier-
dzenla A jest warunkowo zwarty, r&wnoé& *y u‘fd /M . Przy dodatkowych
zakoZeniach /M takich jak na przyklad nie znikanle funkcji charalsterystyca-

f¢ ludb w prz ygadmu rzeczywistym skpncentrowanie /%t na pbiprostej dodatule]

uzysiane rbdwnanie ma tylko Jedno rozwi@zan;gygg j) co daje daje zbieZnof€ roz-
kiedbw S(G,) do A l. W dalszej §z§§61f§§acy,( rozdziad II,§ 9) Autor ana-
lizuje mo2liwobé roznzerzenia twierdzenia B przez zastapienie nielosowego roz-
Kkiadu /Vt przez rozkiad zrandomizowany & ewentualny rozkiad graniczny s(er )
przez E/M pokazujac na przykladach 23 'ynasa to dodatkowych zatoZefi o podsta-
wowym systemie oraz formuiujgc: Jedno 2 mozliwych takich zaioZef, prowadzacych do

nowego twierdzenia granicznego. Rozdzia;leI?;_III pracy sa pobSwigcone zastoso-

wantom uogélnionej zasady P.L&vy'ego. AﬁféffﬁZyékuJe tu interesujgce martyngaio-
we twierdzenia graniczne oraz centralne tuierdzenie gianiczne dla tablic xr6Znic
martyngazowych.Autor otrzymuje réwniez tnnkcjonalne analogony martyngaowych
twierdzef granicznych. wynasa to ponyakowychéale naturalnych uogblniefi wczeébniej
wprowadzonych pojeé i wlasnoéci dla zmiennych 1osowych .

W konkluzji stwierdzam,ze mgr Adam Jhkubowski uzyskad istotny postep

w teorii rozkiadbébw granicznych dla. sum  L zaych zmiennych losowych., Stworzyx

on bowien metode badalczg ,ktér'°uf rowadzi&a do'nouych.mocnych rezul tatbdw.Jestem

. przekonany,Ze metoda A.Jakubowakiegc bgdzi”JrozwiJana i wykorzystpna w dalszych

badaniach. Dlatego uwaZam,e doktorsiss sra A.Jakubowskiego zasiuguje na
Wyiezego 1 Techniki i stanowl

bardzo dobra podstawpfd;g,dé szczend. 1 alubowskiego do publicznej obrony.
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