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6.1 Jednorodne nieréwnosci wymierne n zmiennych
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
2 2 2
T T+
6.1.1. — + v = &, dla a,b >0, z,y € R.
a b a+b
D. ([MaOD] 34).Z oczywistej nieréwnosci (ay — bx)? > 0 otrzymujemy kolejno:
220% +y%a? > 2abxy,
z2ab + 22b% + y?a® +y%ab > x%ab+ 2abxy + y2ab,
2?b(a+b) +y?ala+b) > ab(z+y)>

Wystarczy teraz ostatnia z tych nieréwnosci podzielié¢ stronami przez ab(a + b). X

6.1.2. Jesli A\1,..., A\, >0 oraz x1,...,x, € R, to

2 2 . 2
R I e ke o
A An AL+ A
Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy % =...= % ([MaOD] 35).

D. ([MaOD] 34-35). Indukcja ze wzgledu na n. Dla n = 1 jest to oczywiste. Niech n > 2 i zalézmy,
ze rozwazana nieréwnos¢ jest prawdziwa dla n — 1. Mamy wtedy (na mocy 6.1.1):

ﬁ++x%_1 +I—T2L> (xl++zn_1)2+ﬁ> ($1++£En_1+l’n)2
)\1 )\nfl )\n )\1+"'+>\n71 >\n )\1++)\n71+)\n

i to konczy dowod. X

Podamy teraz kilka zastosowan nieréwnosci 6.1.2.

(@1 + -+ 2n)?

6.1.3. n + -+ In > , dla dodatnich liczb x1,...,Tn, Y1y Yn-

Y1 Yn ~ Ty Toyn
(IMaOD)] 35).
x T x? x2 x —|—---+acn2
D.il_t,_..._ki: 1 4+ 4 n> (1 ) i
Y1 Yn  T11 TnYn  T1Y1+ -+ Tnln
xr1 Tn 1 1 Tn 2
6.1.4. 7+"'+72— —++—,
Y1 Yn 1+ +Tn \Y1 Yn
dla dodatnich liczb x1,...,Tn,Y1,-- -, Yn- ((MaOD] 35).
ZL’2 12
1 T, g v 1 T 2.\
D.72+...+72:71+...+i>7 — 4+ — X
Y1 Yn Z1 Tn T+ -+ Xy Y1 Yn
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11 1 n?
6.1.5. —+—+---+—2> ——— dlaxy,...,xy5 > 0. ((Mat] 1/1957 71).
1 Z2 T, r1+ -+ xp
D. Nier6wno$é¢ 6.1.2dla A\ =--- =X, =1. K
6.1.6. Jesli x1,...,Tn, Y1,--.,Yn S¢ dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, Ze x1 + -+ +

Tn =YL+ -+ Yn, to

2 2
Ty Ly

1
1+ Y1 Tn+Yn 2
D. ([MaOD] 36).

(r1+ -+ xy).  ([A-P] 1991).

IS S (@1 4+ 2n)” =l o) B
T+ T+ (@14 Fx) @+t yn) 2 "

Szczegblnym przypadkiem nieréwnosci 6.1.6 jest nastepna nieréwnoscé.

2 2 2
Ty x5 x; 1
6.1.7. et ——— > —(z o+ xy), dlaxy,...,x, > 0.
r1+xT2  x9+ T3 Ty + 21 2( 1+ + ) ! "

([Crux] 1998 s. 162).

6.1.8. Jesli x1,...,x, > 0, to:

) 1 N 1 - 1 n?
S—z1 S—x9 S—z,  (n-1)8’
gdzie S = x1 + - -+ + Ty, ([Mat] 5/1959 296);
1 2 1 1
2 —+ ot <4<+~~%)
1 x1+ 22 Trt+x2+ -+ Ty 1 Tn

([WaJ] 427(86));

1 1 1 1 1 1 1 1 1
@) n(Zrmtta) > (Fateat s (rErE o)
([Nord] 1999).

1 1 9
6.1.9. (z1+ - +x,) o + -+ p >n“, dlaxq,...,x, > 0. (2.6.1, [MM] 42(3)(1969) 161).
n

11 1 1/ [77 T3 Z\> _
6.1.10. (331+562+"'+1'n) ;'i‘;'f—‘"; 25 3;+3;+"'+3; 27’1,
1 2 n 2 3 1

dla x1,...,xy > 0. (M. Bencze, [Crux] z.3086).

11 1 a+b)?
6&1L(m+xy%~+x@(%—+~~%)<()ﬁ,
T1 X9 Tn 4ab
dla x1,...,x, € [a,b], gdzie 0 < a < b. ([Kw] 7/1979 25, [Khr2], [Khrl]).
2 2 2 2
6.1.12. L — 42 p...q el T <n—1,
r{ + X213 x5 + 1374 Ty 1+ Tpr1 T5 + T122

dla x1,...,2, > 0. (IMO] Shortlist 1985, [Djmp] s.192(478), [OM] Polska 1990).
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1 1 1 n?
611&(&+m3%~+x%< + +“.+>>

>
2+ w23+ w073 T2 + xp11 27
dla x1,...,x, > 0. (T. Mitev, [Crux] z.2937).
3 3 3
T x T 1
6.1.14. L 2 n -

x%+x1x2+x§+x§+x2m3+x§+ +$%+xnw1+x% 3(1-1- 2+ -+ )

dla x1,...,2x, > 0. (JOM] Wegry-Izrael 2003, [KoM] 2004 B3700, [Mild]).

6.1.15. Jesli xp, 2 xpy_1 = -+ = x1 > 0, to:

T1x9 T2X3 Tp—1T Tndl
(1) + NI n n+ n = x1+x2 - +Ty, ([OM] St Petersburg 2000 91, [Ko04] 16);
T3 Ty T T2
T1X2 T2I3 Tp—1T Tnd
(2) + 4o TR T > 2 429 - - 4+ T, (JOM] St Petersburg 2000);
Tn 1 Tn—2 Tn—1
1,3 ToX4 Inp—-1T1 )
(3) + 44 22 + = =T+ X2+ Ty, ([OM] St Petersburg 2000);
X9 X3 Tn T
T2 T3 z T T | T2 T
(4) =+=4+  + =>4+ =t % ([Uiu] 2001, [Ko03] 5.107).
ry 22 Ipn-1 Tn T2 T3 Tn L1
s+1 s+1 s+1 s+1 s s s s
x x 7 x T T x4 T
6.1.16. 415 + 2S 4+ ns ns sil + 531 4o+ Z—l + szl7
T3 T3 Tn T Ty 3 In 1
dla s 21 oraz x1,...,xy > 0. ([Cmj] 23(5)(1992) 439, [Mat] 4/1994 240).

D. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nier6wnosé

as

x —(a—="b) =2 (a—10).

Wstawiajac a = x;, b = x;41, dla i = 1,...,n, otrzymujemy n nieréwnosci. Rozpatrywang nieréwnosé
otrzymamy po dodaniu stronami wszystkich tych n nieréwnosci. X

2 2 2 2
T T Ty T
6.1.17. L 4+ 2 4. Tl LT s a4
€2 x3 T, 1

dla s 21 oraz x1,...,2, > 0. (JOM] Chiny 1984).

D. Jest to nieréwnosé 6.1.16 dla s = 1. Wynika to réwniez natychmiast z 6.1.2. Inne dowody
znajdziemy, na przyklad, w [Liul] s.84-85 (cztery rézne dowody). X

3 3 3 3

T T T, T, 1
6.1.18. L+ 2 ... 4" +—— (14124 A+ (2 + 1)) —n,
T2 X3 Tn 2
dla x1,...,x, > 0. (JOM] Kijéw 1996).
3 3 23 3
6.1.19. L T2 el T s 02 ) 2 a2,
i) X3 In I

dla x1,...,x, > 0. ([Mat] 2/2005 2.1623).
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6.1.20. Dla dodatnich liczb x1,...,Zyn, Y1, -.,Yn, 2achodzi nierownosé

T X
191 _|_..._|_”7y").

(m1+~~-+xn)(y1+~--+yn) > ((Z’l—i-yl)—i--..—i-(xn-‘ryn))(xl+y1 Tn + Yn

(M. Kuczma, [Crux] 1997 s.112 z.2113).

6.1.21. Dla dodatnich liczb x1,...,x, zachodzi nieréwnos$é
2
" E 1 >4+ E 1 (IMO] Longlist 1959-1966, [Djmp] .37)
= t - y . .
2 Pt TiT; — T+ T ones mpls
J i<j

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
6.2 Nieréwnos$¢ Nesbitta i jej uogdlnienia
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6.2.1 (Nesbitt 1903). Dia dodatnich liczb rzeczywistych a,b, ¢ zachodzi nieréwnosé

a n b n c S
b+c¢c c+a a+b” 2

| o

([Str1] 33, [BoW] s.81, [Siw] 16).

D. Niechz =b+c¢, y =c+a, 2 = a+ b. Mamy wtedy:

b 1 1
= (28] (L) (24D -8) 2 seH242-9) =5
b+c a+c a+b 2\\y =z z oy T oz 2

Wykorzystaliémy nieréwnos¢ 2.1.8. X

U. Driesieé¢ réznych dowodéw tej nieréwnosei znajdziemy w artykule Hojoo Lee [MC] 14(1)(2001)
30-36. W [LeH2]| jest 13 dowodéw. Dziesieé réznych dowodéw znajdziemy réwniez w [Ko04] (strony
19 —24). ®

Nierownosé 6.2.1 jest szczegblnym przypadkiem nastepujacej ogélniejszej nieréwnodci.

6.2.2. Jesli u >0, v >0, to
a b c 3
>

+ + =
ub+ve wec+va uwa+vb T u-+ov

dla dodatich liczb rzeczywistych a, b, c.

D. ([Brad] 49, 171). Niech 21 = /3% 2 un, = \/ e Y1 = Va(ub+ve),
y2 = \/b(uc + va), = /c(ua + vb). Wtedy:

(x1y1 + z2y2 + x3y3)2 = (a+b+c),
zi+ad+ad= 0+ b <

ub+ve wuctva ua—+vb,

y:+ 3+ y3 = (u+v)(ab+be+ca) < “F(a+b+c)?

i teza wynika z nieréwnosci Cauchy’ego: (r1y1 +x2y2 +3y3)? < (az% + 2%+ xﬁ) (y% +y2 + yg) (patrz
2.6.1). K
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S bS S 3
6.2.3. 4 +- £ 2
b+c c+a a+b” 2

a b c 3V abe

6.2.4. >2 dlaa,b,c>0. .
b+c+a+c+a—|—b+2(a+b+0) a a,b,c> 0. (IMM] 84(1)(2011) 69)

, dla a,b,c >0, abc=1, s > 1. ([AnQ)).

a b c 1 1 1
6.2.5. > 4ab , dla a,b, 0.
b+c+a—|—c+a—|—b ac((a+b)3+(b+c)3+(c+a)3> aane=
a b c d
6.2.6. + + + =2, dlaa,b,c,d > 0. ([Kw] 7/1985 47, 2/1997 43).

b+c c+d d+a a-+bd

U. W ksiazce [Ko04] na stronach 24 - 29 znajduje sie 8 réznych dowodéw tej nieréwnosei. X
a1 a2 az a4 as

+ + + + Z 5
az+a3 az+as as+as as+ar  ap+ay 2
U. W ksiazce [Ko04] na stronach 29 - 34 znajduje sie 5 réznych dowodéw tej nieréwnosci. X

6.2.7.

dla ay,...,a5 > 0. ([Ko00]).

628 — 4t 4 92 % W 4 8B 4 %N >3 dla,... a> 0.
as+a3 as+as ag+as as5-+ag ag+ay  a;+as
([Ko04] 34).
ay as Ap—1 (279} 1 (al + -+ an)2
6.2.9. + +ee Z o 5 dlaay,... ap > 0.
as +az asz+ ay a, +a1 a1+ a2 2 ay+---+ap
(Khr3] 22).

Pewne uogélnienie nieréwnoéci Nesbitta 6.2.1 zaproponowal w 1954 roku H. S. Shapiro w
[Mon] (Problem 4603, strona 571).

6.2.10 (Problem Shapiro). Rozwazmy nierdwnosé:

ay az an—1 an,

|3

+ - >
as + as as + aq an + ap a] + as

dla ay,...,a, > 0.

—~
—_

— — — ~— — ~— ~—

Z powyzszych faktow wynika, zZe nieréwno$é ta jest prawdziwa dla n = 3,4,5,6.
2
3
4

Jesli jest falszywa dla pewnego nieparzystego n, to jest rowniez falszywa dla n+ 1.
Jesli jest falszywa dla pewnego n, to jest rowniez falszywa dla n + 2.

(D. Djekovicz 1961). Dla n = 8 jest prawdziwa.

(P. Novosad 1967). Dla n = 10 jest prawdziwa.

6) (V. Levin, E. Godunova 1974). Dia n = 12 jest prawdziwa.

7) (M. Lighthill, A. Zalauf). Dia n = 14 jest falszywa.

(8) Nieréwnosé ta jest falszywa dla wszystkich parzystych n > 14. Dla pozostalych liczb
parzystych n > 4 jest prawdziwa.

(9) (L. Deykin 1971). Dia n = 25 jest falszywa.
(10) (K. Trosh 1989). Dla n = 23 jest prawdziwa.

(11) Nieréwno$é ta jest falszywa dla wszystkich nieparzystych n > 25. Dla pozostalych
liczb nieparzystych n > 3 jest prawdziwa.

ot

(
(
(
(
(
(

([MiV] 132-138, [M-pf] 440-471, [Ko04]).
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a b c d e
6.2.11. 1< <4, dlaa,b,c,d,e > 0. (JAuP] 2000).
atb brc crd dte eta ¢8,0,¢0e> 0. ((AuP] 2000
6.2.12. — L @ ., Ol I S dlaay,... 4y >0
as+az a3+ aq an,+a1 a1+ as 4
([WaJ] 128(69), [DI1t] 10/1994, [Ko04] 56).
6.2.13. ! + 42 + .- dn-1 n =2, dlan>3,a,...,a, = 3.
an, +a2 a1+ asg an—2 +an ap—1+ a1
([TT] 1982).
6.2.14. — a2 dn-1 >S9 dlan>4, ay,... an>0.

+ +oe +
az + ap as + aq ap + ap—2 al + ap—1
([Kw] 2/1997 43).

6.2.15 (Diananda 1959-1961). Rozwazmy nieréwnoscé:

ai ag an—1 G
+ + =
az+asz+ay az+aqg+t+as anp+ai+az a;+az+as

w3

dla ay,...,a, > 0.
(1) Nierownosé ta jest prawdziwa dla n = 4,5,6,7,8.
(2) Jesli jest falszywa dla pewnego n, to jest réwniez falszywa dla n + 3.
(3) Dlan =15 jest falszywa. ([Koo4]).

6.2.16. — 2+ 4+ 2 .. M 5 " dlaar,...,an >0, gdzie S = aj+--+ay.
S—ar S—as S—a, n-1

([Strl] s.72, [Kw] 9/1973 32, [OM] Australia 1993, [Crux] 1997 s.324).

k k k
ai as A n
2.17. > — )
6.2.17 (S—a1) +<S—a2> * +<S—an> (n—1)k

dla ay,...,an >0,0< k<1, gdzie S = a1 + -+ + ap. (IMO] Longlist 1989).
S — S — S —
6218 2 2@, 070 1),
al as (079
dla ay,...,an >0, gdzie S = a1+ -+ - + an. ([OM] Australia 1993, [Crux] 1997 5.324).

% P. H. Diananda, Extensions of an inequality of H. S. Shapiro, [Mon] 66(1959) 489-491.

P. H. Diananda, On a conjecture of L. J. Mordell regarding an inequality involving quadratic forms,
[J1ms] 36(1961) 185-192.

P. H. Diananda, Some cyclic and other inequalities, [Pcam] 58(1962) 425-427.

J. Gérnicki, Nierdwnosci cykliczne, [Gorn] 69-71.

L. Kurlandczyk, Problem Shapiro, [Ko04], 9-106.

Hojoo Lee, Ten different proofs of an inequality, [MC] 14(1)(2001) 30-36.

A. M. Nesbitt, Problem 15114, Educational Times, 3(2)(1903), 37-38.

D. S. Mitrinovié, O nierdwnosci Shapiro, [Mitr], [Mit2] 299-300.

D. S. Mitrinovié, J. E. Peéarié¢, A. M. Finc, Shapiro’s inequality, [M-pf], 440-471.

D. S. Mitrinovié¢, P. M. Vasié¢, Cyclic inequalities, [MiV], 131-138.

F. H. Northover, An invalid inequality, [Mon] 63(3)(1956) 191-192.
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6.3 Jednorodne nieréwnosci wymierne dwéch zmiennych

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6.3.1 ! +1+1>9 dl > 0. ([OM] Rosja 1999
0.1. (x+y)2 ) y2 = 4.’L‘y’ ax,y . ([OM] Rosja ).
6.3.2. Dla z,y > 0:

1 1

1) —+-2 , ([Kw] 2/1997 42);

1 - Rl )
1 4

(2 —+-2= ) , ([Kw] 2/1997 42);
r Yy Tty

222 4+ 3y% 2y + 322 4
223 +3y3 23 +323 T x+y

, ([Math] 2006).

6 6

6.3.3. ' +y* < % + %, dla z,y > 0. (3.6.9).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
6.4 Jednorodne nieré6wnosci wymierne trzech zmiennych

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6.4.1. Jesli a,b,c > 0, to:

a b c 1 1 1
(1) = + 7 + p} > 3 + 5 + 5 (8:6:0, [Mat] 2/1904 116);

a b c 1 1 1
(2) + — 4+ —= 2= -4+ -+ —, (MaOD] 34);
ab” a b ¢

b b
3) -+ ¢ + 2.9 + -+ E, gdy 0 < ¢ < b < a, (JOM] Moskwa 1993/1994) ;
a b ¢ b ¢ a

a b ¢ _a+b+c
4) -+ -4+ —,
W 3ttt v

7.1.5, [Math] 2006);

b kb b+k k
(5) %+E g > Zikc 5 i k; Zj: kZ’ dla dowolnego k > 0, (Nguyen Viet Anh, [Pkh] s.149;
a?> ¥ 2 _a b c
(6) = + = > 3 + - + P (3.6.9, [Nord] 1987, [Pa97]);
a> v & 9(ab+ bc+ ca)
(7) ¥l + 5 2t errre > 12, ([Pkh] 5.193),
(8) %+b—a+ib>g+é+g 7.1.5);
Ziatazz3te a’(”)’

a2+b2+b2+c2+c2+a2<aj+f+§ B
2¢ 2a 26 T be  ca ab’ ([Ko00]);

, ([Balk] 2005);
C
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a2

(11) = + 2 + e = —a + 2b + 3c, (JOM] Ukraina 2005);
ad BB a2
(12) bf + — 7[) > ? + — + —, (3.6.9, [OM] Kanada 2002, [Ko03] 49);
C ca a C a
ad v 3
(13) 2 + 2 + 2 > a+b+c, (36.9,6.1.16, [Zw] 2003);
a® v P a2 v A2
(14) 7 + = + 3 > - + " + — (8:6:9, 6.1.16, [Mat] 4/1994 239);
2b b2 2
(15) av . e, % >a?+02+ 2, gdya>=b>c>0, (JOM] Wietnam 1991);
C a
Q0 plo .10
(16) —+—+ 5> a®b + b8c + Ba, (3.6.9, [Ko03] 50).
C a

6.4.2. Ty + id + zr >xrx+y+z daz,y,z>0. (MO 2556).
z T Y

U. Analogiczna nieréwnoéé¢ dla czterech liczb x,y, z,t nie zachodzi. Przyktad: x = 1, y = 216,
z=6,t=18. ([Ko04] 14). X

®  ad (z + a)?
6.48. 4+ T > XU g a iy zabe >0, t |
vz T ” (gt b)(e + o) HrTYFabe>0, 10 (Keos] 33)

3 13 3 3
a b7+ci>(a+b+c)

= , dla a,b,c,x,y, z,> 0. (JOM] Biatorus 2000).
. ” B 3(x+y+z) aa,bc,ry,z ([OoM] Bialorus )

D. ([AF00] 10). Korzystamy z nieréwnosci Holdera:

3
(xi’ + a5+ x%) (y? +ys+ y§) (Zi)) +25+ Zg) 2 ($1y121 + £U2y22+$3y323> ;

zachodzacej dodatnich liczb rzeczywistych (patrz 2.7.2). Podstawiamy: z1 = a/¥/z, z2 = b/ ¥y,
r3=c/z, 1 =y2 =y3 =1, 21 = /x, 20 = /Y, 23 = /2 i mamy:

a® B3 3
;+5+; I+1+D)(x+y+2)=(a+b+c).

Dzielimy przez 3(x + y + 2) i otrzymujemy teze. X

6.4.5. a + — + c > a+b+c, dlaa,b,c> 0. (Rias]).
bc  ca ab
D. ([Rias])

3 3 b3 b3 3 3
a——i—b—&—c)?ﬂ‘/a—bc:i%a7 —+c+a23\3/—ca:3b, c—+a+b>3\3/c—ab:3c.
be be ca ca ab ab

Po dodaniu do siebie tych trzech nieréwnosci otrzymujemy teze. X

1 1 1 1
6.4.6. < — dlaz,y,z>0.
a3—|—b3+abc+b3+c3+abc+c3+a3+abc abe 14TV #

(JOM] USA 1997, [RiM] July 2001).
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6.4.7. Jesli x,y,z > 0, to:

1 1 1 10
(1) 22 T y2 + y2 T 2 + 2 T 22 > (l’ oyt 2)2 , (V.Cirtoaje, Nguyen Viet Anh, [Pkh] s.154);
(2) ! + ! + ! + ! > 0 Pkh] s.167);
w2 +y? Y422 22 4a? x2+y2+22/:1:y—|—yz+zx’([ I =167);
1 1 1 9
3 + + = , ([RiM] July 2001);
®) (x+y)? (y+2)? (z+2)? " 4(zy+yz+2x) ([RiM] July 2001)
(4) ! + ! + ! P> Pkh] 5.249);
2z +1y)2  (2y+2)?2 (22+2)?2 7 zy+yz+2a’ ([Pb] .249);
1 1 1 27
5) + + > , ([MOc] 2003 z.236);
) y(r+y) z2y+z) x(z+z) ﬂx+y+@2([c] )
(6) 1 . 1 1 9
4a? —py +4y?  Ay? —yz+ 422 422 — 2o+ 4da? T T(a? 4 y? + 22)
(Vasile Cirtoaje, [Mild]).
6.4.8 ! + ! + ! <1<1+1+1> dla a,b,c > 0. (JOM] Irlandia 1998, [Khr2], [Khrl
4.8. atb bre C+a\2 a b o) aa,b,c . ([ ] Irlandia , [Khr2], [Khrl]).

D. Wynika to z faktu 1.5.7 zastosowanego do wypuklej funkcji f : (0,00) — R, f(z) = % X

6.4.9. Jesli a,b,c > 0, to:

1 1 1

3

(1) atb btc cta atbte B
(2) 1 + 1 + 1 > 3 ([Kw] 2/1997 42);
a+b b+c c+a” 2a+b+c)’ ’
(3) 1 + 1 + 1 > ) ([OM] Irlandia 1998);
a+b b+c c+a” 2a+b+c)’ ’
(4) 1 + % + % < W, ([IMO] Longlist 1967, [Djmp] 5.47(355), [Crux] z.413, [Siw] 18);
(5) t ;1 < E gdzie x = /abc, ([OM] Moldawia 1998);
a+b+zx bt+ct+zx ct+a+x T ’ ’
a b c 4 1 1 1
(6) b2+c2  c2+a2 b2+a2>5(b—|—c c+a+a+b>’
(Pham Kim Hung [Pkh] s.45);
(Y S ([AnC));
(b+¢)?  (c+a)? (b+a)?” 4la+b+c) ’
8) 20 2 2 a4 b€ g 0n;
a2+bc b +ca c24ab be ca ab’ ’
(9) atb bte cta 1 1 + 1 (Hojoo Lee, [Crux] z.2580),
ab+c2  bc+a? ca+b® " a b ¢ ’ ’
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a b c 9
< ;
(a+b)(a+c)+(b+c)(b+a)+(c+a)(c—|—b) 4la+b+c)
([RiM] July 2001);

an (¥ (1+1+1>>3< Ly by ! >
b+c¢ c+a a+b)\a®2 v 2)7 a+b b+c c+a)’

(10)

6.4.10. Dla dodatnich liczb a,b, c zachodzqg nastepujgce nierownosci.

(1) a+b+b+c+c+a_ a b c >9 .
c a b btc ate atp” 2 KM
a+b b+c cHa a b c
> 10l [Ma .
(2) —+—+——> (b+c+c+a+a+b),([AC],[MoD]gg),

a+b b+ec c+a<a b ¢

(3) atc bta exp > b+c+5’ ([OM] Indie 2002, [Pkh] 5.93);
a+b b+c c+a _(a+b+c)?
4 < , ([Pkh] s.93);
@) st et S e (PR s9)
b—2 b -2 —92
(5) CH(—H_C ©+ —i_cj_a °+ Ctzc:-b > 0, ([MaS] 4/1993 2.3797 [Ko00]);
b
(6) bf2a+c+2b+a—:2c<1’ ([OM] Motdawia 2002);
(7) - + b + € > 6.2.2, [OM] Czechy-Stowacja 1999);
bt2c  ct2a arap” o (0% [OM] CrechySlowaca1999);
a b c
> 2.9):
(8) 2b+c+2c+a+2a+b/1’ (6.2.2);
a b c 3
9 > 2 (6.2.2);
O 3t e sa Tarm o 1 02
26 b+2 2
(10) at teoc ctaa > 3, (Pham Kim Hung, [Pkh] 5.163);

c+2b c¢c+2a c+2b

1 1 1
(11) (a+b+c) (a + 3 + c) > 9, (6.1.9, [BoW] 7 5.80).

b b— -
6.4.11. a4 =+ c+ — >0, dla a>b>c> 0. ([pie2)).
a+b b+c cHa

6.4.12. Dla dodatnich liczb a,b, c zachodzg nastepujgce nierownosci.

(1) CL2 + b2 + 02 n 2abc >1 ([Pkh] 5.242);
(a+b)2 (b—l—c)2 (C+a)2 (a—i-b)(b—i-c)(c—i—a) = 1, S. ;
a® b2 c2
2 Z 1; oldawia N
@ a? + 2bc + b2 + 2ca T 2+ 2ab ([OM] Motdawia 1999)
3 P C g e
a?+2bc b2 +2ca A +2ab” T ab+c?  be+a?  ca+b?

([OM] Bosénia Hercegowina 2000);
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a? b2 2 1

4 Z
) a2+2(a+b)2+62+2(b+0)2+02+2(0+a)2 3
(Pham Kim Hung [Pkh] s.45);

a?+bec bV +ca A+ab

(5) a? + ab b2 4 be 2 T ca = 3; ([OM] Rosja 1998);
a? — be v2 — ca 2 _ ab

6 -

© 2a2+b2+02+a2+2b2+02+a2+b2+2c2/ ’

(Pham Kim Hung [Pkh] s.35);
a? — be b2 — ca 2 —ab

7
9 Aa? + b2 + 2 * a? + \b? + 2 +a2+62+)\02
(Pham Kim Hung [Pkh] s.59);

>0,dla0< <2,

(8) ab N be N ca _ _a N b N A 1o
C(C+a) a(a+b) b(b—|—0) /C+a a+b b+cy ([ ] otdawla )7
(9) CL2 + b2 + C2 > § ([OM} Mosk 1999/2000) .
(a+b)(a+c) (b+c)(b+a) (C—I—a)(c+b) Z oy oskwa ;
v (b 2 2
(10) (a + ) + ( + C) ((C + a) 2 6, (P.Scholze, D.Grinberg, [Pkh] .207);

2+ab  a2+bc b2 +ac
b+c—a)’ +a—b)? +b—c)? _ 3
(11) ( C2 a>2+ (C a2 )2+ (a‘ 5 C)2 >7’
(b+c)2+a? (c+a)+b> (a+b24+c2 " 5
([OM] Japonia 1997, [RiM] July 2001, [Crux] 2003 s.225),
(2a+b+c)?  (2b+c+a)?  (2c+a+b)?
12 <8, ;
02 T oo TP T (et a)? 22 (a o S o (M USA 200
20\% b+ 2c\? 2a\ 2
(13) (a T ) + < + C) + <C+ Cl) > 27, (JOM] St Petersburg 1995);

c a b

a(b+c) +b(c—i—a) +c(a+b)

(14) Z+bc  BP+ca | E+ab > 2, ((Pham Kim Hung, [Pkh] 5.201);
a(3a — b) b(3b — C) C(3C — a) a3 + b3 + 03
15 < ) . Perz, Tux| z. ,‘
(1) cla+b) alb+c) blc+a) abe (G. Perz, [Crux] 2.1976)
alb+c—a) blc+a—0b) cla+b—c)
L >0, (kb 5201);
(16) a? + 2be + b2 4 2ca + 2+ 2ab 0, ([Pkb] 5.201)
AN b)? c\? _ 9a+b+c)?
1 24 — 24 = 24 -) >~~~ 180);
( 7) ( + b) + ( + C) + ( + a) ab+bc+ca ([th]SISO)
2 2 9 9
(18) (1 + 2“) + (1 + Qb) + (1 + 20) > M) ([Pkb] 5.180);
b c a ab + bc + ca

1 1 1 9
(19) (ab+bc+ca)((a—|—b)2+(b+c)2+(c—|—a)2) 217

([OM] Iran 1996, [Crux] 1997 s.367).

6.4.13. Dla parami roznych liczb dodatnich a, b, c zachodzg nieréwnosci:

CL2 b2 62
S ) (s

83
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(Le Huu Dien Khue, [Pkh] s.151);

(2) (ab+bc+ ca) <(a—1b)2 + (b_lc)z + (C_la)2> 2 4,

(JOM] Wietnam 2008, [ChKh] 46, 131-132).

6.4.14. Dla dodatnich liczb a,b, c zachodzg nastepujgce nierownosci.

(1) a’ b3 3 S a? b2 2 .
Bared eBa4ad @347 2L 24qg2 g2 bg,([ ] 5.108);
(2) CLS b3 C3 > W 2005
= ) iet ;
(a+b)3  (b+c¢) (c+a) 3 ([OM] Wietnam )
G b* c? Sabc

(3) (a+0b)3 * (b+c)? + (c+a)? + (a+b)(b+c)(c+a) >1

(Pham Kim Hung, [Pkh] 5.241);
) a’ + ;334- abe BT cl;’:— abe T A a(;’5~|— abe =
(Nguyen Van Thach, [Pkh] 5.36);
(5) a? —7—32b3 + b3 %b—3203 + c3 —i32a3
(6) 2(a” —zzz +¢) i(;—:_bgicc); > 33, (Hojoo Lee, [Crux] z.2645).

)

> 1, (IMaOD] 42);

b n b n n
6.4.15. (a + ) + ( i C) + (CJr a) >3-2", dlaa,b,c >0, n € N. ([MaS] 1/1998 2.4296).

c a b

a™ 4 b n cm a™ 4 b" n c"
bm 4 em cm L gm am+bm/bn+cn cn 4+ gn an_|_bn’

dla m > n oraz a,b,c > 0. (T. Zvonaru, [Crux] z.2970).

6.4.16.

a? b? c? >a—|—b—|—c

> , dla a,b, . ([Nor .
b+c+c—|—a+a+b 5 a a,b,c > 0. ([Nord] 2005)

6.4.17.

D. ([Stee] 13, 227).

b c 2
+b+c)? = ( © Vbhte+ Veta+ +b>
(@ 9 Vb+e T Verd T Vawre Y

b+c+c+a+a+b

2 2 2
= 2(a LA )(a+b+c).

< a* b’ ¢ )((b+c)+(c+a)+(a+b)>

N

b+c¢c c¢c+a a+bd

Wykorzystalismy nieréwno$é¢ Cauchy’ego 2.6.1. X
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6.4.18. Dla dodatnich liczb a,b, c zachodzqg nastepujgce nieréwnosci:

(1) < + a + ¢ >3 b+ Michael Rozenberg, [Mild]);
b+c c+a a+b” 2 a2+52+62’( tehacl Rozenbers, (M)
a? b? c? 3(ab + be + ca)
2 > 5 ntramural 5y
(2) b+3c+c+3a+a+3b Hatbto (JOM] IMSA Int 1 2000)
(3) be 4 ca + ab <a+b+c IMO] Longlist 1970, [Dj 65);
b+¢ c+a a+b 2 » ([IMO] Longlis - [Dimp] 65);
+3ab  b*+3bc 2 +3
(4) aa—:—ba + b—:— CC + Cc—:_ aca < 2(a+ b+ c), (Kw] 6/2008 14);
5) ab N bc N ca <1(a+b—|—c) AnCl) -
a+b+2 b4+c+2a c+a+2b 4 » ({AnCD);
ab be ca 1
gf b ) S- ;
(6) a+4b+4c+b+4c+4a+c+4a+4b 9(a+ ), (Put) s26m)
b+c® b 2 b2
(7) ab+c ctra ca+ >a—|—b+c, (Hojoo Lee, [Crux] z.2581),
a+b b+c c+a
2(b b (a+b
(8) a”( +C)+ (C+a)+c (o + )22(a+b+c); ([Ko03] 55),
be ca ab
2 _ 12 2 _ 12 2_ .2
(9) il -|-C b +a bc >3a—4b+c, dlaa>b>c> 0,
c a

([OM] Ukraina 1997, [Crux] 1997 s.76);

A+ +c _at+b+e

(10) P T dla a,b,c > 0, ([Ko00]);
3 3 3
(1) a N b N ¢ /3(ab+bc—|—ca),
b2 —bc+c2 c2Z—ca+a? a?2—ab+b? a+b+c

([AnC], [Crux] 2005 5.179);

a’ b3 3
(12) b2 — be + ¢2 +62—0a+a2+a2—ab+b2 > a+b+c, ([Pkhs.121);
ad b3 3 1
13 > - b ’
(19 2a2_ab+252+2b2—bc+202+202—ca+2a2 3(a+ +o)

(Nguyen Viet Anh, [Pkh] s.203);

2a2(b + c) 20%(c + a) 2c2(a +b)
(a+b)at+c) (b+c)(b+a) (c+a)(c+D)
(V. N. Murty, [Crux] z.570).

(14) <a+b+ec.

85

(z4+x) +

a b
6.4.19. ——
b+c(y+z)+c—|—a a+b

dla x,y,z,a,b,c > 0. (W. Janous, [Crux] z.1672).

xy—l—yz—i—zx)

T+ 23(
( y) r+y+z

6.4.20 a’ n b3 n 3 >a—|—b—|—c
T @24 ab+02  2+be+c2 4ca+a?” 3 7

dla a,b,c > 0. ([Kw] 6/1986 36, 2/1997 43, [Dlt] 9/1989 M192, [KoM] B3384 2000).
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D. Wynika to z nieréwnosci

3

a 1

2ok
————5 > ~a— b,
a?+ab+b2 "3 3
ktéra jest konsekwencja nieréwnosci (a + b)(a — b)? > 0. X

1 1 1
6.4.21. (a® +0° +¢%) ( +5 ) > (a+b+c), a,bc>0. (Mit2 5.108).
a C

6.4.22. > , dla a, b, 0. (JOM] Ukrai .
b+26+c—|—2a+a+2b 3 a a,b,c > 0. ([OM] Ukraina 1996)
3_ 13 3_.3 3_.3 _ 12 _ )2 _4)2
6.4.23. |° b b’ —c el (a—b)*+(b—0c)+(c—a)
a+b b+c c+a

1 , dla a,b,c > 0.
([OM] Motdawia 2004).

n b n 2 n—2 b n—1
6.4.24. 4 +- £ > (> (W) . dlaa,b,c>0.
b+c c+a a+d 3 2
([OM] Grecja 1987, [Pa97]).

a’ pn " an—l +bn—1 +cn—1
6.4.25. + T >
b+c c+a a+b

5 , dla a,b,c > 0. ([MaS] 4/1993, [Ko04] 17).

a” b’ c’ 1 1 1 3

6.4.26. > —a"™ b ) dlar > 5.

a—i—b+b—|—c+c—|—a 2(a + +c ) arzs;
(V.Cirtoaje, Pham Kim Hung [Pkh] s.168).

ak+n bk+n Ck+n

6.4.27. —

P > a"+b"+c", dlaa,b,c> 0, n, k € N. (JOM] Serbia-Czarnogéra 2002).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
6.5 Jednorodne nier6wnosci wymierne czterech zmiennych

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
6.5.1. Jesli a,b,c,d > 0, to:

1 1 1 1 a+b+c+d
(1) S+p+s+ys ot

g b3 + 3 + ﬁ > ubed , ([OM] Austria 2005)
(2>1+1+1+1+1+1>243
a3+ A+ B+ B+S B+d S+d T (a+bte+d)d
([Pkh] 5.156).

6.5.2. Jesli a,b,c,d > 0, to:

1 1 1 1
1 2 P S. ;
(1) a2+ab+b2+bc+c2+cd+d2+da ac + bd ([Pkb] 5.23)

1 1 1 1\%2_ 1 4 9 16
(2) (a+ +C+) > — +

b d a2+b2+a2+b2+c2+a2+b2+c2+d2’
(Pham Kim Hung [Pkh] s.24);
) (1+1+1+1>2>1+ 4 N 12 N 18
a b ¢ d) T aZ az4+b2  a24b024+c2 a2+ b24+e24q2

(Pham Kim Hung [Pkh] s.25).
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6.5.3. Jesli a,b,c,d > 0, to:

) 12 <1+1+1+1+1+1<3<1111)
a+b+c+d a+b a+c a+d b+ec b+d c+d 4 ’
([Kw] 2/1997 42);

b+c+d

o Ll
e vt e i axbrera BT
(3) ! + ! + L + 1 > 16 Str1] 34);
atbtc atbtd atcetd bretd” atbreraq B
a b c d 4
(4)

> ,
b2+62+d2+a2—|—c2~|—d2+a2—|—b2~l—d2+a2—|—b2~|—c2 at+b+c+d
(Pham Kim Hung [Pkh] s.37).

6.5.4. Jesli a,b,c,d > 0, to:
a b ¢ d_a+b+c+d

1) T+-F-+->——T (Ma j
(1) b + c + d + a Vabed ([¥ach] 2000)
Zb b2 2d d2
(2) av + e + ca + aa = ab+ bc+ cd + da, (3.6.9, [Ko03]);
d a b c
31,2 3.2 3 72 3,2
(3) a’b + b + c’d + da > ab’c + bc*d + ed’a + dazb, (3.6.9, [Ko03] 50).

c d a b

6.5.5. Dla dodatnich liczb a,b, c,d zachodzq nastepujgce nieréwnosci.

§ 24 b e 4 4
2%+c¢ 2c+d 2d+a 2a+b7 3
a b c
2 > 2, ([Ko04) 17);
(2) a+2b+c+b+26+d+c—|—2d—|—a+d+2a+b ([Ko04] 17)
a b c d 2
(3) -

+ + + = )
b+2c+3d c+2d+3a d+2a+3b d+20+3c” 3
([IMO] Shortlist 1993, [OM] USA 1993, [Pa97]),

a b c

4) 1 2 r ;
(4) < a—i—b+d+a—{—b—i—c+b—l—c+d+a—l—c+d < 2, (IMO] 1974, [Br80] 95);

at+c b+d c+a d+0b

(5) s e T d + Ita > 4, ([IMO] Shortlist 1971, [Balt] 1996);
(6) a—2> n b—c i c—d + d—a > 0, ([AnC], [OM] Chorwacja 2009);
b+c c+d d+a a+d , 7 ’
1) b—a+0—b+d_c+a_d>0, (IDIt] 2/2003 7.448);
d+a a+b b+c c+d ’

2a 2b 2c 2d
2 2 2 2 >0,
® ( +b—|—c>< +c+d>< +d+a>< +a+b> )

(V.Cirtoaje, [Pkh] s.166);

ka kb kc kd 9
2 2 2 24— ) > 1)2,
(9) < +b+c>< +c+d>< +d+a>< +a+b> (k+1)

dla dowolnego k > 0, ([Pkh] s.166).
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1 1 1
6.5.6. —F + 17 < 7 dla a,b,c,d > 0. (JOM] Wietnam 1962, [ChKh] 33, 85).

ct3s eti Tt

D. Standardowe przeksztalcenia sprowadzja te nieréwnos$c do réwnowaznej oczywistej nieréwnoéci

(ad — bc)?
(a+b+c+d)(a+b)(c+d) > 0. &

a® b2 c? d? a+b+c+d
6.5.7. > , dlaa,b,c,d> 0.
b+c+d+c+d+a+d+a+b+a+b+c 3 400,60

D. (a+b+c+d)?

2
(m\/b—kc—k +m\/0+d+a+\/7\/d+a+ +\/7\/a+b+c)

d+a-+b a+b+c

S (b+c+d + oara + s a+b+c) ((b tetd)+--F(a+b+ C))

o 2 b2 2 d2
,3(b+ac+d+c+d+a+d+ca+b+a+b+c) (a+b+c+d).

WykorzystaliSmy nieréwno$é¢ Cauchy’ego 2.6.1. X

6.5.8. Dia dodatnich liczb a,b, c,d zachodzg nastepujgce nieréwnosci.
a? b? c? d?
1 + + +
(1) bla+c) cb+d) dlc+a) ald+ b)

a 2 b 2 2 2y
N (—F v 54 oy
@ (a+b+c) +<b+c—|—d> (C—i—d—i—a) (d—l—a—i—b) 9 ([Pkh] 5.94)

A+ +2 2+ A+ AE+dE B4R+ d?
(3) + + + Za+b+cH+d,
a+b+c a+b+d atc+d b+c+d

([Cmj] 1978 .238, [OMm] 1997/1998);

(4) (a=b)a—c) (b—-c)(b—d) (c—d)(c—a) (d—a)(d—0D)

, ([Ko04] 17);

207
at+b+ec b+c+d c+d+a d+a+b
([IMO] Shortlist 2008),
5) ad N b3 N 3 N a3 a+b+c+d I
2+ T Rre  2xl T 2ra2’” B) » ([Pkh] 5.28).
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