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6 Jednorodne nierówności wymierne
������������������������������������������������������

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
6.1 Jednorodne nierówności wymierne n zmiennych
oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

6.1.1.
x2

a
+
y2

b
>

(x+ y)2

a+ b
, dla a, b > 0, x, y ∈ R.

D. ([MaOD] 34).Z oczywistej nierówności (ay − bx)2 > 0 otrzymujemy kolejno:

x2b2 + y2a2 > 2abxy,

x2ab+ x2b2 + y2a2 + y2ab > x2ab+ 2abxy + y2ab,

x2b(a+ b) + y2a(a+ b) > ab(x+ y)2.

Wystarczy teraz ostatnią z tych nierówności podzielić stronami przez ab(a+ b). �

6.1.2. Jeśli λ1, . . . , λn > 0 oraz x1, . . . , xn ∈ R, to

x21
λ1

+ · · ·+ x2n
λn
>

(x1 + · · ·+ xn)2

λ1 + · · ·+ λn
.

Równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x1
λ1

= · · · = xn
λn

. ([MaOD] 35).

D. ([MaOD] 34-35). Indukcja ze względu na n. Dla n = 1 jest to oczywiste. Niech n > 2 i załóżmy,
że rozważana nierówność jest prawdziwa dla n− 1. Mamy wtedy (na mocy 6.1.1):

x21
λ1

+ · · ·+
x2n−1
λn−1

+
x2n
λn
>

(x1 + · · ·+ xn−1)2

λ1 + · · ·+ λn−1
+
x2n
λn
>

(x1 + · · ·+ xn−1 + xn)2

λ1 + · · ·+ λn−1 + λn

i to kończy dowód. �

Podamy teraz kilka zastosowań nierówności 6.1.2.

6.1.3.
x1
y1

+ · · ·+ xn
yn
>

(x1 + · · ·+ xn)2

x1y1 + · · ·+ xnyn
, dla dodatnich liczb x1, . . . , xn, y1, . . . , yn.

([MaOD] 35).

D.
x1
y1

+ · · ·+ xn
yn

=
x21
x1y1

+ · · ·+ x2n
xnyn

>
(x1 + · · ·+ xn)2

x1y1 + · · ·+ xnyn
. �

6.1.4.
x1
y21

+ · · ·+ xn
y2n
>

1
x1 + · · ·+ xn

(
x1
y1

+ · · ·+ xn
yn

)2
,

dla dodatnich liczb x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. ([MaOD] 35).

D.
x1
y21

+ · · ·+ xn
y2n

=

x21
y21

x1
+ · · ·+

x2n
y2n

xn
>

1
x1 + · · ·+ xn

(
x1
y1

+ · · ·+ xn
yn

)2
. �
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6.1.5.
1
x1

+
1
x2

+ · · ·+ 1
xn
>

n2

x1 + · · ·+ xn
, dla x1, . . . , xn > 0. ([Mat] 1/1957 71).

D. Nierówność 6.1.2 dla λ1 = · · · = λn = 1. �

6.1.6. Jeśli x1, . . . , xn, y1, . . . , yn są dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, że x1 + · · ·+
xn = y1 + · · ·+ yn, to

x21
x1 + y1

+ · · ·+ x2n
xn + yn

>
1
2

(x1 + · · ·+ xn). ([A-P] 1991).

D. ([MaOD] 36).

x21
x1 + y1

+ · · ·+ x2n
xn + yn

>
(x1 + · · ·+ xn)2

(x1 + · · ·+ xn) + (y1 + · · ·+ yn)
=

1
2

(x1 + · · ·+ xn). �

Szczególnym przypadkiem nierówności 6.1.6 jest następna nierówność.

6.1.7.
x21

x1 + x2
+

x22
x2 + x3

+ · · ·+ x2n
xn + x1

>
1
2

(x1 + · · ·+ xn), dla x1, . . . , xn > 0.

([Crux] 1998 s. 162).

6.1.8. Jeśli x1, . . . , xn > 0, to:

(1)
1

S − x1
+

1
S − x2

+ · · ·+ 1
S − xn

>
n2

(n− 1)S
,

gdzie S = x1 + · · ·+ xn, ([Mat] 5/1959 296);

(2)
1
x1

+
2

x1 + x2
+ · · ·+ n

x1 + x2 + · · ·+ xn
< 4

(
1
x1

+ · · ·+ 1
xn

)
,

([WaJ] 427(86));

(3) n
(
1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

)
>
(
1
1+x1

+ 1
1+x2

+ · · ·+ 1
1+xn

) (
n+ 1

x1
+ 1

x2
+ · · ·+ 1

xn

)
.

([Nord] 1999).

6.1.9. (x1 + · · ·+ xn)
(

1
x1

+ · · ·+ 1
xn

)
> n2, dla x1, . . . , xn > 0. (2.6.1, [MM] 42(3)(1969) 161).

6.1.10. (x1+x2+· · ·+xn)
(

1
x1

+
1
x2

+ · · ·+ 1
xn

)
>

1
n

(
3

√
x1
x2

+ 3

√
x2
x3

+ · · ·+ 3

√
xn
x1

)3
> n2,

dla x1,. . . ,xn > 0. (M. Bencze, [Crux] z.3086).

6.1.11. (x1 + x2 + · · ·+ xn)
(

1
x1

+
1
x2

+ · · ·+ 1
xn

)
6

(a+ b)2

4ab
n2,

dla x1, . . . , xn ∈ [a, b], gdzie 0 < a < b. ([Kw] 7/1979 25, [Khr2], [Khr1]).

6.1.12.
x21

x21 + x2x3
+

x22
x22 + x3x4

+ · · ·+
x2n−1

x2n−1 + xnx1
+

x2n
x2n + x1x2

6 n− 1,

dla x1, . . . , xn > 0. ([IMO] Shortlist 1985, [Djmp] s.192(478), [OM] Polska 1990).
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6.1.13. (x21 + x22 + · · ·+ x2n)
(

1
x21 + x1x2

+
1

x22 + x2x3
+ · · ·+ 1

x2n + xnx1

)
>
n2

2
,

dla x1, . . . , xn > 0. (T. Mitev, [Crux] z.2937).

6.1.14.
x31

x21 + x1x2 + x22
+

x32
x22 + x2x3 + x23

+ · · ·+ x3n
x2n + xnx1 + x21

>
1
3

(x1 + x2 + · · ·+ xn),

dla x1, . . . , xn > 0. ([OM] Węgry-Izrael 2003, [KoM] 2004 B3700, [Mild]).

6.1.15. Jeśli xn > xn−1 > · · · > x1 > 0, to:

(1)
x1x2
x3

+
x2x3
x4

+· · ·+xn−1xn
x1

+
xnx1
x2
> x1+x2 · · ·+xn, ([OM] St Petersburg 2000 91, [Ko04] 16);

(2)
x1x2
xn

+
x2x3
x1

+ · · ·+ xn−1xn
xn−2

+
xnx1
xn−1

> x1 + x2 · · ·+ xn, ([OM] St Petersburg 2000);

(3)
x1x3
x2

+
x2x4
x3

+ · · ·+ xn−1x1
xn

+
xnx2
x1
> x1 + x2 · · ·+ xn, ([OM] St Petersburg 2000);

(4)
x2
x1

+
x3
x2

+ · · ·+ xn
xn−1

+
x1
xn
>
x1
x2

+
x2
x3

+ · · ·+ xn−1
xn

+
xn
x1

. ([Uiuc] 2001, [Ko03] s.107).

6.1.16.
xs+11
xs2

+
xs+12
xs3

+ · · ·+
xs+1n−1
xsn

+
xs+1n

xs1
>

xs1
xs−12

+
xs2
xs−13

+ · · ·+
xsn−1
xs−1n

+
xsn
xs−11

,

dla s > 1 oraz x1, . . . , xn > 0. ([Cmj] 23(5)(1992) 439, [Mat] 4/1994 240).

D. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nierówność

as

bs
(a− b) > (a− b).

Wstawiając a = xi, b = xi+1, dla i = 1, . . . , n, otrzymujemy n nierówności. Rozpatrywaną nierówność
otrzymamy po dodaniu stronami wszystkich tych n nierówności. �

6.1.17.
x21
x2

+
x22
x3

+ · · ·+
x2n−1
xn

+
x2n
x1
> x1 + x2 + · · ·+ xn,

dla s > 1 oraz x1, . . . , xn > 0. ([OM] Chiny 1984).

D. Jest to nierówność 6.1.16 dla s = 1. Wynika to również natychmiast z 6.1.2. Inne dowody
znajdziemy, na przykład, w [Liu1] s.84-85 (cztery różne dowody). �

6.1.18.
x31
x2

+
x32
x3

+ · · ·+
x3n−1
xn

+
x3n
x1
>

1
2

((x1 + 1)2 + . . .+ (xn + 1)2)− n,

dla x1, . . . , xn > 0. ([OM] Kijów 1996).

6.1.19.
x31
x2

+
x32
x3

+ · · ·+
x3n−1
xn

+
x3n
x1
> x21 + x22 + · · ·+ x2n,

dla x1, . . . , xn > 0. ([Mat] 2/2005 z.1623).
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6.1.20. Dla dodatnich liczb x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, zachodzi nierówność(
x1 + · · ·+ xn

)(
y1 + · · ·+ yn

)
>
(
(x1 + y1) + · · ·+ (xn + yn)

)( x1y1
x1 + y1

+ · · ·+ xnyn
xn + yn

)
.

(M. Kuczma, [Crux] 1997 s.112 z.2113).

6.1.21. Dla dodatnich liczb x1, . . . , xn zachodzi nierówność(
n

2

)∑
i<j

1
xixj

> 4 +

∑
i<j

1
xi + xj

2 . ([IMO] Longlist 1959-1966, [Djmp] s.37).

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
6.2 Nierówność Nesbitta i jej uogólnienia
oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

6.2.1 (Nesbitt 1903). Dla dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi nierówność

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
>

3
2
.

([Str1] 33, [BoW] s.81, [Siw] 16).

D. Niech x = b+ c, y = c+ a, z = a+ b. Mamy wtedy:

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
=

1
2

((x
y

+
y

x

)
+
(
y

z
+
z

y

)
+
( z
x

+
x

z

)
− 3
)
>

1
2

(2 + 2 + 2− 3) =
3
2
.

Wykorzystaliśmy nierówność 2.1.8. �
U. Dziesięć różnych dowodów tej nierówności znajdziemy w artykule Hojoo Lee [MC] 14(1)(2001)

30-36. W [LeH2] jest 13 dowodów. Dziesięć różnych dowodów znajdziemy również w [Ko04] (strony
19− 24). �

Nierówność 6.2.1 jest szczególnym przypadkiem następującej ogólniejszej nierówności.

6.2.2. Jeśli u > 0, v > 0, to

a

ub+ vc
+

b

uc+ va
+

c

ua+ vb
>

3
u+ v

dla dodatich liczb rzeczywistych a, b, c.

D. ([Brad] 49, 171). Niech x1 =
√

a
ub+vc , x2 =

√
b

uc+va , x3 =
√

c
ua+vb , y1 =

√
a(ub+ vc),

y2 =
√
b(uc+ va), y3 =

√
c(ua+ vb). Wtedy:

(x1y1 + x2y2 + x3y3)
2 = (a+ b+ c)2,

x21 + x22 + x23 = a
ub+vc + b

uc+va + c
ua+vb,

y21 + y22 + y23 = (u+ v)(ab+ bc+ ca) 6 u+v3 (a+ b+ c)2

i teza wynika z nierówności Cauchy’ego: (x1y1+x2y2+x3y3)2 6
(
x21 + x22 + x23

) (
y21 + y22 + y23

)
(patrz

2.6.1). �
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6.2.3.
as

b+ c
+

bs

c+ a
+

cs

a+ b
>

3
2

, dla a, b, c > 0, abc = 1, s > 1. ([AnC]).

6.2.4.
a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
+

3 3
√
abc

2(a+ b+ c)
> 2 dla a, b, c > 0. ([MM] 84(1)(2011) 69).

6.2.5.
a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
> 4abc

(
1

(a+ b)3
+

1
(b+ c)3

+
1

(c+ a)3

)
, dla a, b, c > 0.

6.2.6.
a

b+ c
+

b

c+ d
+

c

d+ a
+

d

a+ b
> 2, dla a, b, c, d > 0. ([Kw] 7/1985 47, 2/1997 43).

U. W książce [Ko04] na stronach 24 - 29 znajduje się 8 różnych dowodów tej nierówności. �

6.2.7.
a1

a2 + a3
+

a2
a3 + a4

+
a3

a4 + a5
+

a4
a5 + a1

+
a5

a1 + a2
>

5
2

, dla a1, . . . , a5 > 0. ([Ko00]).

U. W książce [Ko04] na stronach 29 - 34 znajduje się 5 różnych dowodów tej nierówności. �

6.2.8.
a1

a2 + a3
+

a2
a3 + a4

+
a3

a4 + a5
+

a4
a5 + a6

+
a5

a6 + a1
+

a6
a1 + a2

> 3, dla a1, . . . , a6 > 0.
([Ko04] 34).

6.2.9.
a1

a2 + a3
+

a2
a3 + a4

+ · · ·+ an−1
an + a1

+
an

a1 + a2
>

1
2
· (a1 + · · ·+ an)2

a21 + · · ·+ a2n
, dla a1, . . . , an > 0.

([Khr3] 22).

Pewne uogólnienie nierówności Nesbitta 6.2.1 zaproponował w 1954 roku H. S. Shapiro w
[Mon] (Problem 4603, strona 571).

6.2.10 (Problem Shapiro). Rozważmy nierówność:

a1
a2 + a3

+
a2

a3 + a4
+ · · ·+ an−1

an + a1
+

an
a1 + a2

>
n

2
,

dla a1, . . . , an > 0.

(1) Z powyższych faktów wynika, że nierówność ta jest prawdziwa dla n = 3, 4, 5, 6.

(2) Jeśli jest fałszywa dla pewnego nieparzystego n, to jest również fałszywa dla n+ 1.

(3) Jeśli jest fałszywa dla pewnego n, to jest również fałszywa dla n+ 2.

(4) (D. Djekovicz 1961). Dla n = 8 jest prawdziwa.

(5) (P. Novosad 1967). Dla n = 10 jest prawdziwa.

(6) (V. Levin, E. Godunova 1974). Dla n = 12 jest prawdziwa.

(7) (M. Lighthill, A. Zalauf). Dla n = 14 jest fałszywa.

(8) Nierówność ta jest fałszywa dla wszystkich parzystych n > 14. Dla pozostałych liczb
parzystych n > 4 jest prawdziwa.

(9) (L. Deykin 1971). Dla n = 25 jest fałszywa.

(10) (K. Trosh 1989). Dla n = 23 jest prawdziwa.

(11) Nierówność ta jest fałszywa dla wszystkich nieparzystych n > 25. Dla pozostałych
liczb nieparzystych n > 3 jest prawdziwa.

([MiV] 132-138, [M-pf] 440-471, [Ko04]).
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6.2.11. 1 <
a

a+ b
+

b

b+ c
+

c

c+ d
+

d

d+ e
+

e

e+ a
< 4, dla a, b, c, d, e > 0. ([AuP] 2000).

6.2.12.
a1

a2 + a3
+

a2
a3 + a4

+ · · ·+ an−1
an + a1

+
an

a1 + a2
>
n

4
, dla a1, . . . , an > 0.

([WaJ] 128(69), [Dlt] 10/1994, [Ko04] 56).

6.2.13.
a1

an + a2
+

a2
a1 + a3

+ · · ·+ an−1
an−2 + an

+
an

an−1 + a1
> 2, dla n > 3, a1, . . . , an > 3.

([TT] 1982).

6.2.14.
a1

a2 + an
+

a2
a3 + a1

+ · · ·+ an−1
an + an−2

+
an

a1 + an−1
> 2, dla n > 4, a1, . . . , an > 0.

([Kw] 2/1997 43).

6.2.15 (Diananda 1959-1961). Rozważmy nierówność:

a1
a2 + a3 + a4

+
a2

a3 + a4 + a5
+ · · ·+ an−1

an + a1 + a2
+

an
a1 + a2 + a3

>
n

3
,

dla a1, . . . , an > 0.

(1) Nierówność ta jest prawdziwa dla n = 4, 5, 6, 7, 8.

(2) Jeśli jest fałszywa dla pewnego n, to jest również fałszywa dla n+ 3.

(3) Dla n = 15 jest fałszywa. ([Ko04]).

6.2.16.
a1

S − a1
+

a2
S − a2

+· · ·+ an
S − an

>
n

n− 1
, dla a1, . . . , an > 0, gdzie S = a1+· · ·+an.

([Str1] s.72, [Kw] 9/1973 32, [OM] Australia 1993, [Crux] 1997 s.324).

6.2.17.
(

a1
S − a1

)k
+
(

a2
S − a2

)k
+ · · ·+

(
an

S − an

)k
>

n

(n− 1)k
,

dla a1, . . . , an > 0, 0 < k 6 1, gdzie S = a1 + · · ·+ an. ([IMO] Longlist 1989).

6.2.18.
S − a1
a1

+
S − a2
a2

+ · · ·+ S − an
an

> n(n− 1),

dla a1, . . . , an > 0, gdzie S = a1 + · · ·+ an. ([OM] Australia 1993, [Crux] 1997 s.324).

F P. H. Diananda, Extensions of an inequality of H. S. Shapiro, [Mon] 66(1959) 489-491.
P. H. Diananda, On a conjecture of L. J. Mordell regarding an inequality involving quadratic forms,

[Jlms] 36(1961) 185-192.
P. H. Diananda, Some cyclic and other inequalities, [Pcam] 58(1962) 425-427.
J. Górnicki, Nierówności cykliczne, [Gorn] 69-71.
L. Kurlandczyk, Problem Shapiro, [Ko04], 9-106.
Hojoo Lee, Ten different proofs of an inequality, [MC] 14(1)(2001) 30-36.
A. M. Nesbitt, Problem 15 114, Educational Times, 3(2)(1903), 37-38.
D. S. Mitrinović, O nierówności Shapiro, [Mitr], [Mit2] 299-300.
D. S. Mitrinović, J. E. Pećarić, A. M. Finc, Shapiro’s inequality, [M-pf], 440-471.
D. S. Mitrinović, P. M. Vasić, Cyclic inequalities, [MiV], 131-138.
F. H. Northover, An invalid inequality, [Mon] 63(3)(1956) 191-192.
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oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

6.3 Jednorodne nierówności wymierne dwóch zmiennych
oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

6.3.1.
1

(x+ y)2
+

1
x2

+
1
y2
>

9
4xy

, dla x, y > 0. ([OM] Rosja 1999).

6.3.2. Dla x, y > 0:

(1)
1
x

+
1
y
>

4
x+ y

, ([Kw] 2/1997 42);

(2)
1
x

+
4
y
>

9
x+ y

, ([Kw] 2/1997 42);

(3)
2x2 + 3y2

2x3 + 3y3
+

2y2 + 3x2

2y3 + 3x3
6

4
x+ y

, ([Math] 2006).

6.3.3. x4 + y4 6
x6

y2
+
y6

x2
, dla x, y > 0. (3.6.9).

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

6.4 Jednorodne nierówności wymierne trzech zmiennych
oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

6.4.1. Jeśli a, b, c > 0, to:

(1)
a

b4
+

b

c4
+

c

a4
>

1
a3

+
1
b3

+
1
c3

, (3.6.9, [Mat] 2/1994 116);

(2)
a

bc
+

b

ca
+

c

ab
>

1
a

+
1
b

+
1
c

, ([MaOD] 34);

(3)
b

a
+
c

b
+
a

c
>
a

b
+
b

c
+
c

a
, gdy 0 < c < b < a, ([OM] Moskwa 1993/1994);

(4)
a

b
+
b

c
+
c

a
>
a+ b+ c
3
√
abc

, (7.1.5, [Math] 2006);

(5)
a

b
+
b

c
+
c

a
>
a+ kb

a+ kc
+
b+ kc

b+ ka
+
c+ ka

c+ kb
, dla dowolnego k > 0, (Nguyen Viet Anh, [Pkh] s.149;

(6)
a2

b2
+
b2

c2
+
c2

a2
>
a

b
+
b

c
+
c

a
, (3.6.9, [Nord] 1987, [Pa97]);

(7)
a2

b2
+
b2

c2
+
c2

a2
+

9(ab+ bc+ ca)
a2 + b2 + c2

> 12, ([Pkh] s.193);

(8)
ac

b2
+
ba

c2
+
cb

a2
>
a

b
+
b

c
+
c

a
, (7.1.5);

(9) a+ b+ c 6
a2 + b2

2c
+
b2 + c2

2a
+
c2 + a2

2b
6
a3

bc
+
b3

ca
+
c3

ab
, ([Ko00]);

(10)
a2

b
+
b2

c
+
c2

a
> a+ b+ c+ 4

(a− b)2

a+ b+ c
, ([Balk] 2005);
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(11)
a2

b
+
b3

c2
+
c4

a3
> −a+ 2b+ 3c, ([OM] Ukraina 2005);

(12)
a3

bc
+
b3

ca
+
c3

ab
>
a2

b
+
b2

c
+
c2

a
, (3.6.9, [OM] Kanada 2002, [Ko03] 49);

(13)
a3

b2
+
b3

c2
+
c3

a2
> a+ b+ c, (3.6.9, 6.1.16, [Zw] 2003);

(14)
a3

b2
+
b3

c2
+
c3

a2
>
a2

b
+
b2

c
+
c2

a
, (3.6.9, 6.1.16, [Mat] 4/1994 239);

(15)
a2b

c
+
b2c

a
+
c2a

b
> a2 + b2 + c2, gdy a > b > c > 0, ([OM] Wietnam 1991);

(16)
a10

c
+
b10

a
+
c10

b
> a8b+ b8c+ c8a, (3.6.9, [Ko03] 50).

6.4.2.
xy

z
+
yz

x
+
zx

y
> x+ y + z, dla x, y, z > 0. ([MOc] z.556).

U. Analogiczna nierówność dla czterech liczb x, y, z, t nie zachodzi. Przykład: x = 1, y = 216,
z = 6, t = 18. ([Ko04] 14). �

6.4.3.
x3

yz
+
a3

bc
>

(x+ a)3

(y + b)(z + c)
, dla x, y, z, a, b, c > 0, to ([Ko03] 33).

6.4.4.
a3

x
+
b3

y
+
c3

z
>

(a+ b+ c)3

3(x+ y + z)
, dla a, b, c, x, y, z,> 0. ([OM] Białoruś 2000).

D. ([AF00] 10). Korzystamy z nierówności Höldera:(
x31 + x32 + x33

)(
y31 + y32 + y33

)(
z31 + z32 + z33

)
>
(
x1y1z1 + x2y2z+x3y3z3

)3
,

zachodzącej dodatnich liczb rzeczywistych (patrz 2.7.2). Podstawiamy: x1 = a/ 3
√
x, x2 = b/ 3

√
y,

x3 = c/ 3
√
z, y1 = y2 = y3 = 1, z1 = 3

√
x, z2 = 3

√
y, z3 = 3

√
z i mamy:(

a3

x
+
b3

y
+
c3

z

)
(1 + 1 + 1)(x+ y + z) > (a+ b+ c)3.

Dzielimy przez 3(x+ y + z) i otrzymujemy tezę. �

6.4.5.
a3

bc
+
b3

ca
+
c3

ab
> a+ b+ c, dla a, b, c > 0. ([Rias]).

D. ([Rias]).

a3

bc
+ b+ c > 3 3

√
a3

bc
bc = 3a,

b3

ca
+ c+ a > 3 3

√
b3

ca
ca = 3b,

c3

ab
+ a+ b > 3 3

√
c3

ab
ab = 3c.

Po dodaniu do siebie tych trzech nierówności otrzymujemy tezę. �

6.4.6.
1

a3 + b3 + abc
+

1
b3 + c3 + abc

+
1

c3 + a3 + abc
6

1
abc

dla x, y, z > 0.

([OM] USA 1997, [RiM] July 2001).
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6.4.7. Jeśli x, y, z > 0, to:

(1)
1

x2 + y2
+

1
y2 + z2

+
1

z2 + x2
>

10
(x+ y + z)2

, (V.Cirtoaje, Nguyen Viet Anh, [Pkh] s.154);

(2)
1

x2 + y2
+

1
y2 + z2

+
1

z2 + x2
+

1
x2 + y2 + z2

>
6

xy + yz + zx
, ([Pkh] s.167);

(3)
1

(x+ y)2
+

1
(y + z)2

+
1

(z + x)2
>

9
4(xy + yz + zx)

, ([RiM] July 2001);

(4)
1

(2x+ y)2
+

1
(2y + z)2

+
1

(2z + x)2
>

1
xy + yz + zx

, ([Pkh] s.249);

(5)
1

y(x+ y)
+

1
z(y + z)

+
1

x(z + x)
>

27
2(x+ y + z)2

, ([MOc] 2003 z.236);

(6)
1

4x2 − xy + 4y2
+

1
4y2 − yz + 4z2

+
1

4z2 − zx+ 4x2
>

9
7(x2 + y2 + z2)

,

(Vasile Cirtoaje, [Mild]).

6.4.8.
1

a+ b
+

1
b+ c

+
1

c+ a
6

1
2

(
1
a

+
1
b

+
1
c

)
, dla a, b, c > 0. ([OM] Irlandia 1998, [Khr2], [Khr1]).

D. Wynika to z faktu 1.5.7 zastosowanego do wypukłej funkcji f : (0,∞)→ R, f(x) = 1
x . �

6.4.9. Jeśli a, b, c > 0, to:

(1)
1

a+ b
+

1
b+ c

+
1

c+ a
>

3
a+ b+ c

, ([Siw] 76);

(2)
1

a+ b
+

1
b+ c

+
1

c+ a
>

3
2(a+ b+ c)

, ([Kw] 2/1997 42);

(3)
1

a+ b
+

1
b+ c

+
1

c+ a
>

9
2(a+ b+ c)

, ([OM] Irlandia 1998);

(4)
1
a

+
1
b

+
1
c
6
a8 + b8 + c8

a3b3c3
, ([IMO] Longlist 1967, [Djmp] s.47(355), [Crux] z.413, [Siw] 18);

(5)
1

a+ b+ x
+

1
b+ c+ x

+
1

c+ a+ x
6

1
x

, gdzie x = 3
√
abc, ([OM] Mołdawia 1998);

(6)
a

b2 + c2
+

b

c2 + a2
+

c

b2 + a2
>

4
5

(
1

b+ c
+

1
c+ a

+
1

a+ b

)
,

(Pham Kim Hung [Pkh] s.45);

(7)
a

(b+ c)2
+

b

(c+ a)2
+

c

(b+ a)2
>

9
4(a+ b+ c)

, ([AnC]);

(8)
2a

a2 + bc
+

2b
b2 + ca

+
2c

c2 + ab
6

a

bc
+

b

ca
+

c

ab
, ([Balt] 2004);

(9)
a+ b

ab+ c2
+

b+ c

bc+ a2
+

c+ a

ca+ b2
6

1
a

+
1
b

+
1
c

, (Hojoo Lee, [Crux] z.2580);
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(10)
a

(a+ b)(a+ c)
+

b

(b+ c)(b+ a)
+

c

(c+ a)(c+ b)
6

9
4(a+ b+ c)

,

([RiM] July 2001);

(11)

(
a2

b+ c
+

b2

c+ a
+

c2

a+ b

)(
1
a2

+
1
b2

+
1
c2

)
> 3

(
1

a+ b
+

1
b+ c

+
1

c+ a

)
.

6.4.10. Dla dodatnich liczb a, b, c zachodzą następujące nierówności.

(1)
a+ b

c
+
b+ c

a
+
c+ a

b
− a

b+ c
− b

a+ c
− c

a+ b
>

9
2

, ([Ko04] 17);

(2)
a+ b

c
+
b+ c

a
+
c+ a

b
> 4

(
a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b

)
, ([AnC], [MaOD] 32);

(3)
a+ b

a+ c
+
b+ c

b+ a
+
c+ a

c+ b
6
a

b
+
b

c
+
c

a
, ([OM] Indie 2002, [Pkh] s.93);

(4)
a+ b

b+ c
+
b+ c

c+ a
+
c+ a

a+ b
6

(a+ b+ c)2

ab+ bc+ ca
, ([Pkh] s.93);

(5)
a+ b− 2c
b+ c

+
b+ c− 2a
c+ a

+
c+ a− 2b
a+ b

> 0, ([MaS] 4/1993 z.3797 [Ko00]);

(6)
a

b+ 2a
+

b

c+ 2b
+

c

a+ 2c
6 1, ([OM] Mołdawia 2002);

(7)
a

b+ 2c
+

b

c+ 2a
+

c

a+ 2b
> 1, (6.2.2, [OM] Czechy-Słowacja 1999);

(8)
a

2b+ c
+

b

2c+ a
+

c

2a+ b
> 1, (6.2.2);

(9)
a

b+ 3c
+

b

c+ 3a
+

c

a+ 3b
>

3
4

, (6.2.2);

(10)
a+ 2b
c+ 2b

+
b+ 2c
c+ 2a

+
c+ 2a
c+ 2b

> 3, (Pham Kim Hung, [Pkh] s.163);

(11) (a+ b+ c)
(

1
a

+
1
b

+
1
c

)
> 9, (6.1.9, [BoW] 7 s.80).

6.4.11.
a− b
a+ b

+
b− c
b+ c

+
c− a
c+ a

> 0, dla a > b > c > 0. ([Pie2]).

6.4.12. Dla dodatnich liczb a, b, c zachodzą następujące nierówności.

(1)
a2

(a+ b)2
+

b2

(b+ c)2
+

c2

(c+ a)2
+

2abc
(a+ b)(b+ c)(c+ a)

> 1, ([Pkh] s.242);

(2)
a2

a2 + 2bc
+

b2

b2 + 2ca
+

c2

c2 + 2ab
> 1, ([OM] Mołdawia 1999);

(3)
a2

a2 + 2bc
+

b2

b2 + 2ca
+

c2

c2 + 2ab
> 1 >

ab

ab+ c2
+

bc

bc+ a2
+

ca

ca+ b2
,

([OM] Bośnia Hercegowina 2000);
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(4)
a2

a2 + 2(a+ b)2
+

b2

b2 + 2(b+ c)2
+

c2

c2 + 2(c+ a)2
>

1
3

,

(Pham Kim Hung [Pkh] s.45);

(5)
a2 + bc

a2 + ab
+
b2 + ca

b2 + bc
+
c2 + ab

c2 + ca
> 3, ([OM] Rosja 1998);

(6)
a2 − bc

2a2 + b2 + c2
+

b2 − ca
a2 + 2b2 + c2

+
c2 − ab

a2 + b2 + 2c2
> 0,

(Pham Kim Hung [Pkh] s.35);

(7)
a2 − bc

λa2 + b2 + c2
+

b2 − ca
a2 + λb2 + c2

+
c2 − ab

a2 + b2 + λc2
> 0, dla 0 6 λ 6 2,

(Pham Kim Hung [Pkh] s.59);

(8)
ab

c(c+ a)
+

bc

a(a+ b)
+

ca

b(b+ c)
>

a

c+ a
+

b

a+ b
+

c

b+ c
, ([OM] Mołdawia 1999);

(9)
a2

(a+ b)(a+ c)
+

b2

(b+ c)(b+ a)
+

c2

(c+ a)(c+ b)
>

3
4

, ([OM] Moskwa 1999/2000);

(10)
(a+ b)2

c2 + ab
+

(b+ c)2

a2 + bc
+

((c+ a)2

b2 + ac
> 6, (P.Scholze, D.Grinberg, [Pkh] s.207);

(11)
(b+ c− a)2

(b+ c)2 + a2
+

(c+ a− b)2

(c+ a)2 + b2
+

(a+ b− c)2

(a+ b)2 + c2
>

3
5

,

([OM] Japonia 1997, [RiM] July 2001, [Crux] 2003 s.225);

(12)
(2a+ b+ c)2

2a2 + (b+ c)2
+

(2b+ c+ a)2

2b2 + (c+ a)2
+

(2c+ a+ b)2

2c2 + (a+ b)2
6 8, ([OM] USA 2003);

(13)
(
a+ 2b
c

)2
+
(
b+ 2c
a

)2
+
(
c+ 2a
b

)2
> 27, ([OM] St Petersburg 1995);

(14)
a(b+ c)
a2 + bc

+
b(c+ a)
b2 + ca

+
c(a+ b)
c2 + ab

> 2, ((Pham Kim Hung, [Pkh] s.201);

(15)
a(3a− b)
c(a+ b)

+
b(3b− c)
a(b+ c)

+
c(3c− a)
b(c+ a)

6
a3 + b3 + c3

abc
, (G. Perz, [Crux] z.1976);

(16)
a(b+ c− a)
a2 + 2bc

+
b(c+ a− b)
b2 + 2ca

+
c(a+ b− c)
c2 + 2ab

> 0, ([Pkh] s.201);

(17)
(

2 +
a

b

)2
+
(

2 +
b

c

)2
+
(

2 +
c

a

)2
>

9(a+ b+ c)2

ab+ bc+ ca
, ([Pkh] s.180);

(18)
(

1 +
2a
b

)2
+
(

1 +
2b
c

)2
+
(

1 +
2c
a

)2
>

9(a+ b+ c)2

ab+ bc+ ca
, ([Pkh] s.181);

(19) (ab+ bc+ ca)
(

1
(a+ b)2

+
1

(b+ c)2
+

1
(c+ a)2

)
>

9
4

,

([OM] Iran 1996, [Crux] 1997 s.367).

6.4.13. Dla parami różnych liczb dodatnich a, b, c zachodzą nierówności:

(1)
a2

(a− b)2
+

b2

(b− c)2
+

c2

(c− a)2
> 1,
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(Le Huu Dien Khue, [Pkh] s.151);

(2) (ab+ bc+ ca)
(

1
(a− b)2

+
1

(b− c)2
+

1
(c− a)2

)
> 4,

([OM] Wietnam 2008, [ChKh] 46, 131-132).

6.4.14. Dla dodatnich liczb a, b, c zachodzą następujące nierówności.

(1)
a3

b3 + c3
+

b3

c3 + a3
+

c3

a3 + b3
>

a2

b2 + c2
+

b2

c2 + a2
+

c2

a2 + b2
, ([Pkh] s.108);

(2)
a3

(a+ b)3
+

b3

(b+ c)3
+

c3

(c+ a)3
>

3
8

, ([OM] Wietnam 2005);

(3)
a3

(a+ b)3
+

b3

(b+ c)3
+

c3

(c+ a)3
+

5abc
(a+ b)(b+ c)(c+ a)

> 1,

(Pham Kim Hung, [Pkh] s.241);

(4)
a3

a3 + b3 + abc
+

b3

b3 + c3 + abc
+

c3

c3 + a3 + abc
> 1,

(Nguyen Van Thach, [Pkh] s.36);

(5)
a3

a3 + 2b3
+

b3

b3 + 2c3
+

c3

c3 + 2a3
> 1, ([MaOD] 42);

(6)
2(a3 + b3 + c3)

abc
+

9(a+ b+ c)2

a2 + b2 + c2
> 33, (Hojoo Lee, [Crux] z.2645).

6.4.15.
(
a+ b

c

)n
+
(
b+ c

a

)n
+
(
c+ a

b

)n
> 3 ·2n, dla a, b, c > 0, n ∈ N. ([MaS] 1/1998 z.4296).

6.4.16.
am

bm + cm
+

bm

cm + am
+

cm

am + bm
>

an

bn + cn
+

bn

cn + an
+

cn

an + bn
,

dla m > n oraz a, b, c > 0. (T. Zvonaru, [Crux] z.2970).

6.4.17.
a2

b+ c
+

b2

c+ a
+

c2

a+ b
>
a+ b+ c

2
, dla a, b, c > 0. ([Nord] 2005).

D. ([Stee] 13, 227).

(a+ b+ c)2 =
(

a√
b+ c

√
b+ c+

b√
c+ a

√
c+ a+

c√
a+ b

√
a+ b

)2
6

(
a2

b+ c
+

b2

c+ a
+

c2

a+ b

)(
(b+ c) + (c+ a) + (a+ b)

)
= 2

(
a2

b+ c
+

b2

c+ a
+

c2

a+ b

)
(a+ b+ c).

Wykorzystaliśmy nierówność Cauchy’ego 2.6.1. �
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6.4.18. Dla dodatnich liczb a, b, c zachodzą następujące nierówności:

(1)
a2

b+ c
+

b2

c+ a
+

c2

a+ b
>

3
2
· a
3 + b3 + c3

a2 + b2 + c2
, (Michael Rozenberg, [Mild]);

(2)
a2

b+ 3c
+

b2

c+ 3a
+

c2

a+ 3b
>

3(ab+ bc+ ca)
4(a+ b+ c)

, ([OM] IMSA Intramural 2000);

(3)
bc

b+ c
+

ca

c+ a
+

ab

a+ b
6
a+ b+ c

2
, ([IMO] Longlist 1970, [Djmp] s.65);

(4)
a2 + 3ab
a+ b

+
b2 + 3bc
b+ c

+
c2 + 3ca
c+ a

6 2(a+ b+ c), ([Kw] 6/2008 14);

(5)
ab

a+ b+ 2c
+

bc

b+ c+ 2a
+

ca

c+ a+ 2b
6

1
4

(a+ b+ c), ([AnC]);

(6)
ab

a+ 4b+ 4c
+

bc

b+ 4c+ 4a
+

ca

c+ 4a+ 4b
6

1
9

(a+ b+ c), ([Pkh] s.197);

(7)
ab+ c2

a+ b
+
bc+ a2

b+ c
+
ca+ b2

c+ a
> a+ b+ c, (Hojoo Lee, [Crux] z.2581);

(8)
a2(b+ c)

bc
+
b2(c+ a)

ca
+
c2(a+ b)

ab
> 2(a+ b+ c); ([Ko03] 55),

(9)
a2 − b2

c
+
c2 − b2

a
+
a2 − c2

b
> 3a− 4b+ c, dla a > b > c > 0,

([OM] Ukraina 1997, [Crux] 1997 s.76);

(10)
a3 + b3 + c3

a2 + b2 + c2
>
a+ b+ c

3
, dla a, b, c > 0, ([Ko00]);

(11)
a3

b2 − bc+ c2
+

b3

c2 − ca+ a2
+

c3

a2 − ab+ b2
>

3(ab+ bc+ ca)
a+ b+ c

,

([AnC], [Crux] 2005 s.179);

(12)
a3

b2 − bc+ c2
+

b3

c2 − ca+ a2
+

c3

a2 − ab+ b2
> a+ b+ c, ([Pkh] s.121);

(13)
a3

2a2 − ab+ 2b2
+

b3

2b2 − bc+ 2c2
+

c3

2c2 − ca+ 2a2
>

1
3

(a+ b+ c),

(Nguyen Viet Anh, [Pkh] s.203);

(14)
2a2(b+ c)

(a+ b)(a+ c)
+

2b2(c+ a)
(b+ c)(b+ a)

+
2c2(a+ b)

(c+ a)(c+ b)
6 a+ b+ c.

(V. N. Murty, [Crux] z.570).

6.4.19.
a

b+ c
(y + z) +

b

c+ a
(z + x) +

c

a+ b
(x+ y) > 3

(
xy + yz + zx

x+ y + z

)
,

dla x, y, z, a, b, c > 0. (W. Janous, [Crux] z.1672).

6.4.20.
a3

a2 + ab+ b2
+

b3

b2 + bc+ c2
+

c3

c2 + ca+ a2
>
a+ b+ c

3
,

dla a, b, c > 0. ([Kw] 6/1986 36, 2/1997 43, [Dlt] 9/1989 M192, [KoM] B3384 2000).
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D. Wynika to z nierówności
a3

a2 + ab+ b2
>

2
3
a− 1

3
b,

która jest konsekwencją nierówności (a+ b)(a− b)2 > 0. �

6.4.21. (a3 + b3 + c3)
(

1
a

+
1
b

+
1
c

)
> (a+ b+ c)2, a, b, c > 0. ([Mit2] s.108).

6.4.22.
a3

b+ 2c
+

b3

c+ 2a
+

c3

a+ 2b
>
a2 + b2 + c2

3
, dla a, b, c > 0. ([OM] Ukraina 1996).

6.4.23.

∣∣∣∣∣a3 − b3a+ b
+
b3 − c3

b+ c
+
c3 − a3

c+ a

∣∣∣∣∣ 6 (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2

4
, dla a, b, c > 0.

([OM] Mołdawia 2004).

6.4.24.
an

b+ c
+

bn

c+ a
+

cn

a+ b
>
(

2
3

)n−2 (a+ b+ c

2

)n−1
, dla a, b, c > 0.

([OM] Grecja 1987, [Pa97]).

6.4.25.
an

b+ c
+

bn

c+ a
+

cn

a+ b
>
an−1 + bn−1 + cn−1

2
, dla a, b, c > 0. ([MaS] 4/1993, [Ko04] 17).

6.4.26.
ar

a+ b
+

br

b+ c
+

cr

c+ a
>

1
2

(
ar−1 + br−1 + cr−1

)
dla r > 32 .

(V.Cirtoaje, Pham Kim Hung [Pkh] s.168).

6.4.27.
ak+n

bk
+
bk+n

ck
+
ck+n

ak
> an+bn+cn, dla a, b, c > 0, n, k ∈ N. ([OM] Serbia-Czarnogóra 2002).

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
6.5 Jednorodne nierówności wymierne czterech zmiennych
oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

6.5.1. Jeśli a, b, c, d > 0, to:

(1)
1
a3

+
1
b3

+
1
c3

+
1
d3
>
a+ b+ c+ d

abcd
, ([OM] Austria 2005);

(2)
1

a3 + b3
+

1
a3 + c3

+
1

a3 + d3
+

1
b3 + c3

+
1

b3 + d3
+

1
c3 + d3

>
243

(a+ b+ c+ d)3
,

([Pkh] s.156).

6.5.2. Jeśli a, b, c, d > 0, to:

(1)
1

a2 + ab
+

1
b2 + bc

+
1

c2 + cd
+

1
d2 + da

>
4

ac+ bd
, ([Pkh] s.23);

(2)
(

1
a

+
1
b

+
1
c

+
1
d

)2
>

1
a2

+
4

a2 + b2
+

9
a2 + b2 + c2

+
16

a2 + b2 + c2 + d2
,

(Pham Kim Hung [Pkh] s.24);

(3)
(

1
a

+
1
b

+
1
c

+
1
d

)2
>

1
a2

+
4

a2 + b2
+

12
a2 + b2 + c2

+
18

a2 + b2 + c2 + d2
,

(Pham Kim Hung [Pkh] s.25).



Andrzej Nowicki, Nierówności 6. Jednorodne nierówności wymierne 87

6.5.3. Jeśli a, b, c, d > 0, to:

(1)
12

a+ b+ c+ d
6

1
a+ b

+
1

a+ c
+

1
a+ d

+
1

b+ c
+

1
b+ d

+
1

c+ d
6

3
4
·
(

1
a

+
1
b

+
1
c

+
1
d

)
,

([Kw] 2/1997 42);

(2)
1
a

+
1
b

+
1
c

+
1
d
>

16
a+ b+ c+ d

, ([Str1] s.73);

(3)
1

a+ b+ c
+

1
a+ b+ d

+
1

a+ c+ d
+

1
b+ c+ d

>
16

a+ b+ c+ d
, ([Str1] 34);

(4)
a

b2 + c2 + d2
+

b

a2 + c2 + d2
+

c

a2 + b2 + d2
+

d

a2 + b2 + c2
>

4
a+ b+ c+ d

,

(Pham Kim Hung [Pkh] s.37).

6.5.4. Jeśli a, b, c, d > 0, to:

(1)
a

b
+
b

c
+
c

d
+
d

a
>
a+ b+ c+ d

4
√
abcd

, ([Math] 2006);

(2)
a2b

d
+
b2c

a
+
c2d

b
+
d2a

c
> ab+ bc+ cd+ da, (3.6.9, [Ko03]);

(3)
a3b2

c
+
b3c2

d
+
c3d2

a
+
d3a2

b
> ab2c+ bc2d+ cd2a+ da2b, (3.6.9, [Ko03] 50).

6.5.5. Dla dodatnich liczb a, b, c, d zachodzą następujące nierówności.

(1)
a

2b+ c
+

b

2c+ d
+

c

2d+ a
+

d

2a+ b
>

4
3

;

(2)
a

a+ 2b+ c
+

b

b+ 2c+ d
+

c

c+ 2d+ a
+

d

d+ 2a+ b
> 2, ([Ko04] 17);

(3)
a

b+ 2c+ 3d
+

b

c+ 2d+ 3a
+

c

d+ 2a+ 3b
+

d

d+ 2b+ 3c
>

2
3

,

([IMO] Shortlist 1993, [OM] USA 1993, [Pa97]);

(4) 1 <
a

a+ b+ d
+

b

a+ b+ c
+

c

b+ c+ d
+

d

a+ c+ d
< 2, ([IMO] 1974, [Br80] 95);

(5)
a+ c

a+ b
+
b+ d

b+ c
+
c+ a

c+ d
+
d+ b

d+ a
> 4, ([IMO] Shortlist 1971, [Balt] 1996);

(6)
a− b
b+ c

+
b− c
c+ d

+
c− d
d+ a

+
d− a
a+ b

> 0, ([AnC], [OM] Chorwacja 2009);

(7)
b− a
d+ a

+
c− b
a+ b

+
d− c
b+ c

+
a− d
c+ d

> 0. ([Dlt] 2/2003 z.448);

(8)
(

2 +
2a
b+ c

)(
2 +

2b
c+ d

)(
2 +

2c
d+ a

)(
2 +

2d
a+ b

)
> 9,

(V.Cirtoaje, [Pkh] s.166);

(9)
(

2 +
ka

b+ c

)(
2 +

kb

c+ d

)(
2 +

kc

d+ a

)(
2 +

kd

a+ b

)
> (k + 1)2,

dla dowolnego k > 0, ([Pkh] s.166).
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6.5.6.
1

1
a + 1

b

+
1

1
c + 1

d

6
1

1
a+c + 1

b+d

, dla a, b, c, d > 0. ([OM] Wietnam 1962, [ChKh] 33, 85).

D. Standardowe przekształcenia sprowadzją tę nierówność do równoważnej oczywistej nierówności

(ad− bc)2

(a+ b+ c+ d)(a+ b)(c+ d)
> 0. �

6.5.7.
a2

b+ c+ d
+

b2

c+ d+ a
+

c2

d+ a+ b
+

d2

a+ b+ c
>
a+ b+ c+ d

3
, dla a, b, c, d > 0.

D. (a+ b+ c+ d)2

=
(

a√
b+c+d

√
b+ c+ d+ b√

c+d+a

√
c+ d+ a+ c√

d+a+b

√
d+ a+ b+ d√

a+b+c

√
a+ b+ c

)2
6
(
a2

b+c+d + b2

c+d+a + c2

d+a+b + d2

a+b+c

)(
(b+ c+ d) + · · ·+ (a+ b+ c)

)
= 3

(
a2

b+c+d + b2

c+d+a + c2

d+a+b + d2

a+b+c

)
(a+ b+ c+ d).

Wykorzystaliśmy nierówność Cauchy’ego 2.6.1. �

6.5.8. Dla dodatnich liczb a, b, c, d zachodzą następujące nierówności.

(1)
a2

b(a+ c)
+

b2

c(b+ d)
+

c2

d(c+ a)
+

d2

a(d+ b)
> 2, ([Ko04] 17);

(2)
(

a

a+ b+ c

)2
+
(

b

b+ c+ d

)2
+
(

c

c+ d+ a

)2
+ +

(
d

d+ a+ b

)2
>

4
9

, ([Pkh] s.94);

(3)
a2 + b2 + c2

a+ b+ c
+
a2 + b2 + d2

a+ b+ d
+
a2 + c2 + d2

a+ c+ d
+
b2 + c2 + d2

b+ c+ d
> a+ b+ c+ d,

([Cmj] 1978 s.238, [OMm] 1997/1998);

(4)
(a− b)(a− c)
a+ b+ c

+
(b− c)(b− d)
b+ c+ d

+
(c− d)(c− a)
c+ d+ a

+
(d− a)(d− b)
d+ a+ b

> 0,

([IMO] Shortlist 2008);

(5)
a3

a2 + b2
+

b3

b2 + c2
+

c3

c2 + d2
+

d3

d2 + a2
>
a+ b+ c+ d

2
, ([Pkh] s.28).
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