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12 Geste podzbiory zbioru liczb rzeczywistych
3] 2 o e o e e e o

Zbiér liczb wymiernych jest podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych. Podzbior ten ma
szczegbdlng wlasnoéé. Jest to podzbidr gesty, tzn. kazda liczba rzeczywista jest granicg ciagu
sktadajacego sie z samych liczb wymiernych. To jest réwnowazne z tym, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych x < y istnieje liczba wymierna a taka, ze x < a < y. Podobna wlasnosé
posiada zbiér wszystkich liczb niewymiernych; to tez jest podzbiér gesty zbioru liczb rzeczy-
wistych. Oprécz wspomnianych podzbioréw istnieja jeszcze inne ciekawe podzbiory geste. Dla
przyktadu zbior wszystkich utamkéw postaci g, gdzie p i ¢ sa liczbami pierwszymi, jest ge-
stym podzbiorem zbioru dodatnich liczb rzeczywistych. Takiej wtasnosci nie posiada podobny
zbior wszystkich utamkéw postaci %, gdzie a i b sa liczbami Fibonacciego. Te i podobne fakty
wyjasnimy dokladniej w tym rozdziale.

Zajmowac sie bedziemy réznymi podzbiorami gestymi pewnych podzbioréw zbioru liczb
rzeczywistych. Najpierw, w poczatkowych podrozdziatach, pojawig si¢ przestrzenie metryczne
oraz przestrzenie topologiczne. Podstawowe pojecia dotyczace tych przestrzeni znajdziemy w
polskich ksiazkach; na przklad: [Kur], [Eng], [Eng],[EnS1], [Dudl].
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.1 Podzbiory geste
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Zatézmy, ze X jest ustalona przestrzenia topologiczna i A jest jej podzbiorem. Méwimy,
ze podzbidr A jest gesty w X, jedli jego domkniecie jest calg przestrzenig X.

Przypomnijmy, ze domkniecie zbioru A, oznaczane przez A, jest najmniejszym zbiorem
domknietym w X zawierajacym zbiér A. Innymi stowy, domkniecie A jest przekrojem mno-
gosciowym wszystkich zbioréw domknigtych w X, zawierajacych zbiér A.

12.1.1. Element p przestrzeni X nalezy do zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym
zbiorze otwartym zawierajgcym p istnieje element nalezgcy do A

D. Zatézmy, ze p € A i U jest zbiorem otwartym zawierajacym p. Przypusémy, ze w zbiorze
U nie ma zadnego elementu ze zbioru A. Wtedy ANU = (), a wiec zbiér A zawarty jest w zbiorze
domknietym X ~ U. Wtedy A C X \ U. Poniewaz p € A, wiec p € X ~\ U. Zatem p ¢ U, wbrew
zalozeniu, ze p € U.

Zalézmy teraz, ze kazdy zbiér otwarty zawierajacy p zawiera element nalezacy do A i przypusémy,
ze p ¢ A. Wtedy p nalezy do zbioru otwartego X \ A i mamy sprzecznoéé: ) = (X ~ A)N A # (). K

Stad wynika:

12.1.2. Podzbiér A przestrzeni topologicznej X jest gesty w X wtedy i tylko wtedy, kazdy
niepusty zbior otwarty zawiera element zbioru A.

12.1.3. Jesli A jest gestym podzbiorem przestrzeni topologicznej X, to dla kaZdego zbioru
otwartego U zachodzi rownosé

U=UnA.
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D. Oczywista jest inkluzja UN A C U. Zalézmy, ze p € U i niech V pedzie zbiorem otwartym
zawierajacym p. Wtedy (patrz 12.1.1) VN U # 0; wiec U NV jest niepustym zbiorem otwartym. Z
gestosci zbioru A wynika, ze (UNV)NA#D. Ale (UNV)NA=VnN(UNA). Kazdy wiec niepusty
zbiér otwarty zawierajacy p posiada element nalezacy do U N A. Oznacza to (znowu na mocy 12.1.1),
zepeUNA ZatemU CUNA K

12.1.4. Jesli U ¢ V' sq otwartymi zbiorami gestymi, to U NV rowniez jest zbiorem gestym.

D. Wynika to wprost z 12.1.3: UNV =U = X. K

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.2 Podzbiory brzegowe
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

W dalszym ciggu zakladamy, ze A jest podzbiorem przestrzeni topologicznej X. Przez
Int(A) oznaczamy wnetrze zbioru A. Przypomnijmy, ze Int(A) jest najwiekszym zbiorem
otwartym w X zawartym w A. Innymi stowy, wnetrze Int(A) jest suma mnogo$ciowa wszyst-
kich zbioréw otwartych zawartych w A. Jesli zbiér Int(A) jest pusty, to méwimy, ze A jest
zbiorem brzegowym.

12.2.1. Podzbior A przestrzeni topologicznej X jest brzegowy wtedy i tylko wtedy, kazdy
niepusty zbidr otwarty zawiera element nie naleZgcy do A.

D. Zalézmy, ze zbiér A jest brzegowy i U jest dowolnym niepustym zbiorem otwartym. Wtedy
Int(A) = 0, wiec zbiér U nie jest zawarty w A. Istnieje zatem element x nalezacy do U i nie nalezacy
do A.

Zal6zmy teraz, ze kazdy niepusty zbiér otwarty zawiera element nie nalezacy do A. Przypusémy,
ze Int(A) # 0. Niech z € Int(A). Istnieje wtedy taki zbiér otwarty U, ze x € U oraz U C A. Zbiér U
jest niepusty i nie ma elementéw nie nalezacych do A; sprzecznosé. X

12.2.2. Podzbior A przestrzeni topologicznej X jest brzegowy wtedy i tylko wtedy, gdy X \ A
jest zbiorem gestym w X.

D. Zalézmy, ze A jest zbiorem brzegowym i U jest dowolnym niepustym zbiorem otwartym.
Istnieje wtedy (patrz 12.2.1) w zbiorze U taki punkt x, ktéry nie nalezy do A, czyli ktéry nalezy do
X N A. 7 12.1.2 wynika zatem, ze X \ A jest zbiorem gestym w X. W podobny sposéb wykazujemy
implikacje w przeciwnym kierunku. X

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.3 Podzbiory nigdziegeste
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Méwimy, ze podzbior A przestrzeni topologicznej X jest zbiorem nigdziegestym, jesli jego
domkniecie jest zbiorem brzegowym, tzn. jedli Int(A) = . Kazdy wiec zbiér nigdziegesty
jest w szczegdlnosci zbiorem brzegowym. Kazdy domkniety zbiér brzegowy jest zbiorem nig-
dziegestym. Jedynym otwartym zbiorem nigdziegestym jest zbior pusty. Jesli A jest zbiorem

nigdziegestym, to jego domkniecie A réwniez jest zbiorem nigdziegestym.

12.3.1. Podzbior A przestrzeni topologicznej X jest nigdziegesty wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy niepusty zbidr otwarty zawiera niepusty zbiér otwarty rozlgezny ze zbiorem A.
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D. Zalézmy, ze A jest zbiorem nigdziegestym i U jest niepustym zbiorem otwartym. Wtedy
Int(A) = 0, wiec zbiér U nie jest zawarty w zbiorze A. Istnieje zatem takie zo € U, ze 29 ¢ A.
Element g nalezy do otwartego zbioru X \ A. Rozpatrzmy zbiér V = U N (X \ A). Jest to niepusty
zbiér (gdyz xg € V') otwarty, zawarty w U i rozlaczny ze zbiorem A.

Zalézmy teraz, ze kazdy niepusty zbior otwarty zawiera niepusty zbiér otwarty roztaczny ze zbio-
rem A. Przypusémy, ze Int(A) # 0; niech x¢ € Int(A). Istnieje wtedy taki zbiér otwarty U, ze x¢ € U
oraz U C A. Poniewaz xo € U, wiec U nie jest zbiorem pustym Istnieje zatem taki niepusty zbiér
otwarty V,ze V CU iV NA=1(. Zbiér A jest zawarty w domknietym zbiorze X \ V. Stad wynika,

76 ACX~\V,czyli ANV =0. Ale ) #V C U C A, wiec mamy sprzecznosé: ) #V =V NA=(. X

12.3.2. Jesli U jest zbiorem otwartym, to zbiér U . U jest nigdziegesty.

D. Oznaczmy: A = U ~\ U. Niech V bedzie dowolnym niepustym zbiorem otwartym. Pokazemy,
ze istnieje taki niepusty zbiér otwarty Vp, ktéry jest zawarty w V i ktéry jest roztaczny ze zbiorem A.
W przypadku, gdy V N A = 0, przyjmujemy Vo = V.

Zalézmy, ze VN A # ) i niech g € V N A. Wtedy z¢ € U, wiec (patrz 12.1.1) zbiér U NV jest
niepusty. Jest to otwarty zbiér zawarty w V' i roztaczny ze zbiorem A. X

12.3.3. Zatsozimy, ze A, B, C sq takimi podzbiorami przestrzeni topologicznej X, Ze
A=BUC.
Jesli A jest zbiorem gestym i C jest zbiorem nigdziegestym, to B jest zbiorem gestym.

D. Niech U bedzie dowolnym niepustym zbiorem otwartym w X. Udowodnimy, ze przekr6j U N B
jest niepusty.

Poniewaz zbiér C' jest nigdziegesty, wiec (patrz 12.3.1) istnieje taki niepusty zbiér otwarty V, ze
V CUiVNC =0 Poniewaz zbiér A jest gesty, wiec ANV # (). Mamy zatem:

0A£ANV =(BUC)NV =BNV)Uu(CNV)=(BNV)Uh=BnV.

Stad wynika, ze BNU # 0, gdyz ) # BNV C BNU. Teza wynika zatem z 12.1.2. X

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.4 Podzbiory geste w przestrzeniach metrycznych
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Wiemy (patrz Podrozdzial 1), ze podzbiér A przestrzeni topologicznej X jest gesty, jesli
w kazdym niepustym zbiorze otartym znajduje sie element nalezacy do A. Zalézmy teraz, ze
X jest przestrzenia metryczna z metryka d. Kazdy niepusty zbiér otwarty w X jest wtedy
suma mnogosciowa kul. Mamy zatem:

12.4.1. Podzbior A przestrzeni metrycznej X jest gesty w X wtedy i tylko wtedy, gdy w
kazdej kuli znajduje sie sie element nalezgcy do A.

7 tego faktu wynika nastepujace stwierdzenie.

12.4.2. Podzbior A przestrzeni metrycznej X jest gesty w X wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
element przestrzeni X jest granicg ciggu o wyrazach nalezgcych do A.
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D. Zalézmy, ze zbior A jest gesty i p € X jest dowolnym elementem. Wtedy kazda kula o $rodku
w punkcie p i promieniu %, gdzie n € N, ma element a,,, nalezacy do A. Mamy zatem ciag (a,) o
wyrazach nalezacych do A i przy tym

1
0< d(p7an) <=
n

dla n € N, gdzie d jest metryka przestrzeni X. Z twierdzenia o trzech ciaggach wynika, ze 0 jest granica
ciagu (d(p, an)> i stad wynika, Ze p jest granica (w przestrzeni X) ciagu (a,).

Zal6zmy teraz, ze kazdy element przestrzeni X jest granica ciaggu o wyrazach nalezgcych do A.
Niech K(p,r) bedzie dowolna kula w X; punkt p nalezy do X oraz r > 0 jest liczba rzeczywista.
Istnieje wtedy ciag (a,), 0 wyrazach nalezacych do A, ktérego granica jest punkt p. Niech e bedzie
liczba rzeczywista taka, ze 0 < & < r. Niech ng bedzie liczba naturalna taka, ze d(p,a,) < e dla
n > ng. Ustalmy jedno n wicksze od ng. Wtedy d(p, a,) < & < r, a zatem a,, € K(p,r). Wykazalismy,
ze kazda kula zawiera element ze zbioru A. Zatem (patrz 12.4.1) zbiér A jest gesty. X

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.5 Gestos¢ podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Zbiér R, wszystkich liczb rzeczywistych, jest przestrzenia metryczna z metryka d : RxR —
R zdefiniowana przy pomocy bezwzglednej wartosci;

d(z,y) = |z -yl

dla z,y € R. Kulami w tej przestrzeni sa wszystkie przedzialy otwarte
(a,b):{wER; a<x<b},

gdzie a < b sa liczbami rzeczywistymi.

Dowolny podzbiér X zbioru liczb rzeczywistych jest réwniez przestrzenia metryczna, z
metryksa zdefiniowang w powyzszy sposob. Kazdy zbiér otwarty takiej przestrzeni X jest
postaci U N X, gdzie U jest zbiorem otwartym w R. Kula o $rodku w punkcie p € X i
promieniu r > 0 jest zbiér (p —r,p+1r) N X.

Interesowac¢ nas beda takie podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, ktére posiadaja co naj-
mniej dwa rézne elementy i ktére sa wypukte. Przypomnijmy, ze podzbiér X C R jest wypu-
kty, jedli z tego, ze dwie rozne liczby rzeczywiste a, b do niego naleza wynika, ze calty przedzial
domkniety [a,b] jest w nim zawarty. Wypuklymi podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych sa,
oprocz catego zbioru R, wszystkie przedzialy:

(avb)v (a’bL [a7b) [avb]v (_Oovb)7 (_Oovb]v (a7oo)v [a,oo),

gdzie a i b sg liczbami rzeczywistymi. W szczegdlnodei zbiér RT, wszystkich dodatnich liczb
rzeczywistych, jest takim podzbiorem wypuklym; R = (0, +o00).

12.5.1. Niech X C R bedzie wypuklym podzbiorem posiadajgcym co najmniej dwa elementy.
Niech A bedzie podzbiorem zbioru X. Nastepujgce warunki sq réwnowazne.
(1) Zbior A jest gestym podzbiorem przestrzeni X,

(2) Dla dowolnych liczb rzeczywistych x < y, nalezZgcych do X, istnieje liczba a taka, Ze
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a€ Aorazx <a<y.
(3) Kazda liczba rzeczywista nalezgea do X jest granicq ciggu o wyrazach ze zbioru A.

(4) Dla kazdej liczby rzeczywistej x € X i dla kazdej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje
takie a € A, Ze la — x| < e.

(5) Dla kazdej liczby wymiernej q € X i dla kazdej liczby rzeczywistej e > 0 istnieje takie
a€ A, zela—q|<e.

D. Réwnowaznosé (1) <= (3) juz udowodnilidmy (patrz 12.4.2). Réwnowazno$¢ (1) < (2)
wynika z 12.4.1. Wykazemy réwnowaznosci (2) <= (4) < (5).

(2) = (4). Niech € X i niech € > 0 bedzie liczba rzeczywista. Zbiér X ma co najmniej dwa
elementy. Istnieje wiec liczba y nalezaca do X i rézna od x.

Zalézmy, ze x < y. Poniewaz X jest zbiorem wypuklym oraz x,y € X, caly przedzial [z, y] zawarty
jest w X. Niech § > 0 bedzie liczba rzeczywista mniejsza od min{e,y — x}. Wtedy x 4+ 6 € X, gdyz
x40 € [x,y] € X. Liczby z 1 « + § naleza do zbioru X, z warunku (2) wynika wiec, ze istnieje takie
a€ A zex<a<axz+ . Wtedy

r—e<z<a<zc+i<z+e

i mamy: |a — x| < €. Podobnie postepujemy, gdy = > y.
(4) = (5). Ta implikacja jest oczywista.
(5) = (2). Niech z,y € X, z < y. Poniewaz X jest zbiorem wypuklym, wiec caly przedzial

domkniety [z, y] zawarty jest w X. Istnieje wiec liczba wymierna ¢ nalezaca do X i taka, ze x < ¢ < y.
Niech ¢ = min{q —x,y —q}. Z warunku (4) wiemy, ze istnieje takie a € A, ze ¢ —e < a < ¢+&. Wtedy

r<qg—e<a<qgt+e<y.

Istnieje wiec takiea € A, ze x < a <y. K

W dowodzie implikacji (5) = (2) wykorzystaliSmy dobrze znany fakt, ze zbiér liczb wy-
miernych jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych. Przedstawmy dowdd tego faktu.
W tym celu najpierw wykazujemy nastepujacy lemat.

12.5.2. Jesli a > 0 jest liczbg rzeczywistg, to istnieje liczba naturalna n taka, Ze
1
0<—x<a.
n

D. Przypusémy, ze to nie jest prawda. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

> a, z ktorej wynika nieréwnosé n < % Zbiér liczb naturalnych jest wiec wtedy ograniczony z géry

S|

(

rzez liczbe %), a to jest oczywiscie sprzecznoscia. X

ie)

Teraz mozemy udowodnié:

12.5.3. Zbior liczb wymiernych jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.

D. Niech z,y € R, z < y. Oznaczmy przez a dodatnia liczbe y—x i niech n bedzie liczba naturalna
taka, ze

1
0< —<a.
n

[nx] + 1

Taka liczba n istnieje na mocy 12.5.2. Rozpatrzmy liczbe wymierng ¢ = ———. Mamy wtedy:
n

nx<[nx]+17 nx+1

1
T = q < :x+ﬁ<m+a:x+(y7m):y.

n n
Zatem q jest liczba wymierna spelniajaca nieréwnosci z < ¢ < y. X
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W jednym z nastepnych podrozdzialéw wykorzystamy nastepujace stwierdzenie.

12.5.4. Niech r > 0 bedzie liczbg rzeczywistq i niech A bedzie gestym podzbiorem zbioru RY.
Wtedy zbior
A" = {ar; a € A}

réownie? jest gesty w RY.

D. Niech 0 < 2 < y beda liczbami rzeczywistymi. Poniewaz zbidr A jest gesty, wiec istnieje takie
a € A, ze ) )
rr<a<yr.
Mamy wtedy: z < a" <yia € A". K

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.6 Lematy
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

W tym podrozdziale udowodnimy kilka lematow, z ktorych bedziemy korzystaé w nastep-
nych podrozdziatach. Pierwsze dwa lematy dotycza granic ciagéw.

12.6.1. Niech (x,,) bedzie ciggiem dodatnich liczb rzeczywistych. Zaldzmy, Ze cigg ten jest
zbiezny i jego granica jest liczbg wiekszq od zera. Wtedy dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba

naturalna N taka, Ze

x
"«—1‘<:a
Tm

dla wszystkich n,m > N¢.

D. Niech lim z,, = a > 0. Wtedy lim é = 1 wiec ciag (1/zy) jest zbieiny; jest wiec ograniczony.
Istnieje zatem takie M > 0, ze ’%’ < M dla wszystkich n € N.

Niech £ > 0. Poniewaz (z,,) jest ciagiem Cauchy’ego, istnieje takie N, € N, ze |z, — x| < /M
dla n,m > N.. Mamy zatem

1 €
=|Tp —Tm| | —| < M= )

T LTp — Tm

_1’:

xm, xm

dla wszystkich n,m > N.. X

12.6.2. Jesli a,b sqg dodatnimi liczbami rzeczywistyma, to

D. Istnieje takie ng, ze bn > 1 dla n > ng i wtedy

an — 1 <M< an
bn [bn] ~bn—1"

an —1 a
Poniewaz lim A = lim 5 1= wiec teza wynika z twierdzenia o trzech ciggach. X
n n —
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W nastepnych lematach mowa bedzie o funkcjach wielomianowych.

12.6.3. Niech f(x) bedzie wielomianem stopnia d > 1, o wspdlczynnikach rzeczywistych i
dodatnim wspélczynniku wiodgcym rownym c. Istnieje wtedy dodatnia liczba u taka, Ze

f(n) < e(n+u)?,
dla wszystkich n € N.

D. Niech f(z) = cx? 4+ ag_12V + - 4 ayx + ao, gdzie ag, ..., aq-1 € R. Niech

, d\ !
01<,) lag_i|, dla i=1,2,...,d
i

d\
i niech u = max(ry,ro,...,7q). Wtedy u > 0 oraz |ag—;| < c( ,)ul dla wszystkich i = 1,...,d. Mamy
i

zatem:

en +a, nU b amtag < en® + Jap_q1[n®t 4 -+ Jag|n + Jag

d d d
d d—1 2,d-2 | . d—1 d
cn +c(1>un +c(2>un + —|—c<d_1>u n —+ cu

= c¢(n+u)?,

fn)

N

dla wszystkich n € N. X

12.6.4. Niech f(x) bedzie wielomianem stopnia d > 1, o wspdlczynnikach rzeczywistych i
dodatnim wspotczynniku wiodgcym réwnym c. Istniejq wtedy takie dodatnie liczby rzeczywiste
viM, ze

c(n —v)? < f(n),

dla wszystkich liczb naturalnych n wiekszych od M.

D. Dlad = 1 jest to oczywiste. Rozwazmy przypadek d = 2. Niech f(x) = cz?+ax+b, a,b,c € R,
¢ > 0 i rozwazmy liczby
v =c 'max(1,lal,|b]), M =2v.

Wtedy v >0, M > 01idlan> M mamy:

2

c(n—v)? = en?—2con+ cv? = cn?

— con — con + cv?

cn2 — con — 20’1}2 + C’U2 = CTL2 — con — C’U2

NN

en? — laln — |b| < en® +an+b

f(n).

Dalej zalézmy, ze d > 3 i niech f(z) = ca® + ag_12% 1 + - - - + a1z + ag. Niech

d\ (d d
v=c 'max(1,|ag_1|,|adg—2|,---,la1l,]ao), M =wr, gdzie r = max (<1>, (2),..., (d 1)) .
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Przy tych zalozeniach, jesli % >k eNorazn > M, to

d 2k—1, d—(2k—1) d 2k, d—2k
c(2k_1)v n +c ok v

<~k lpd=(h=1) _ (2k—1,d—(2k=1) | C(;Z) 2k d—2k

1 d—(2k— _ d _
< —2ep2klpd—(2k=1) _ oy 2k d 2k)+c( o2k pd—2k

2k
< —2e?klpd=(2k=1) — _ g 2k=1pd=(2k=1) _ 2k—1)d—(2k=1)
< _|ad—(2k—1)|nd7(2k71) — |ag—apnt2*
< ad,(gk,l)nd_(%_l) + ag_opn®=2*,
Stad dla n > M otrzymujemy:
cn—v)? = en?+ (—c(f)vlnd_l + c(;)v%d_2) + (—c(g)v?’nd_s + c(Z)v2nd‘4) +...
< en? 4 (ad,lndfl + ad,gndfz) + (ad,gnd*B + ad,4nd*4) + ...

— I,

Zatem c(n —v)? < f(n), dlan > M. X

Wykorzystamy rowniez nastepujacy oczywisty lemat.
12.6.5. Niech A € R, a € Z. Istnieje wtedy liczba calkowita b taka, Ze 0 < aX+b < 1.
D. Przyjmujemy b = —[a)]. Wtedy a) + b = a) — [a)] = {a\} jest czedcig ulamkowy liczby ax i
oczywiscie 0 < al+b< 1. X

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.7 Twierdzenie Kroneckera
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

12.7.1 (Twierdzenie Kroneckera). Jesli A jest liczbg niewymierng, to zbidr
{aA—Fb; a,be Z}

jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.

D. Niech z,y € R, z < y. Oznaczmy § = y — x > 0 i niech n bedzie taka liczba naturalng
(istniejaca na mocy 12.5.2), ze 0 < 717 < 4. Podzielmy przedzial [0, 1) na n czeSci:

1 1 2 -1
A1:|:Oa)a A2:|:7>7 LR An:|:n 51>
n n n n

Wiemy (patrz lemat 12.6.5), ze dla kazdej liczby calkowitej a istnieje liczba calkowita b, taka, ze
0 < al+b, < 1. Kazda liczba postaci aX + b, nalezy do jednego z przedziatow Ay, ..., A,. Poniewaz
tych przedzialéw jest tylko skonczenie wiele, a liczb catkowitych jest nieskonczenie wiele, wiec istniejg
dwie rézne liczby catkowite a i a; takie, ze liczby u = a\ + b, oraz u; = aiA + b, naleza do tego
samego przedzialu A;. Wtedy a # a; oraz |u —u;| < %L 7 niewymiernosci liczby A wynika, ze u # .
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Mozemy zalozyé, ze u > uy. Wtedy |u—u1| = u—uy. Ponadto, u—u; = (a—a1) A+ (bg —ba,) = cA+d,
gdzie ¢,d € Z.

WykazaliSmy zatem, ze istnieja dwie takie liczby calkowite c i d, ze
1
0<ed+d< —<d=y—ux.
n
Niech p = ¢\ 4 d i rozpatrzmy zbiér
x
U:{UGZ; pu>x}:{u€Z; u>f}.
p
Jest to niepusty i ograniczony z dotu (przez liczbe %) podzbiér zbioru liczb catkowitych. Ma zatem
element najmniejszy; oznaczmy ten najmniejszy element przez z. Wtedy z € Z oraz x < zp. Pokazemy,
ze zp < y. Przypuéémy, ze zp > y. Wtedy
1
zp}y:x+(y—x):x+6>x+g >z+p
i stad (z — 1)p > z. To oznacza, ze z — 1 nalezy do zbioru U i mamy sprzeczno$¢ z tym, ze z jest

najmniejszym elementem w zbiorze U. Zatem = < zp < y. Ale zp = z(cA + d) = (z¢)\ + (2d) i liczby
zc, zd sa catkowite. Istnieja wiec takie liczby catkowite a 1 b, ze x < aX +b < y i to konczy dowod. X

Wykazemy teraz, ze w powyzszym twierdzeniu Kroneckera mozna dodatkowo zatozyc¢,
ze wystpujace w nim liczby a sa naturalne i to jeszcze wicksze od dowolnie ustalonej liczby
naturalnej M. W tym celu najpierw wykazemy, ze mozna dodatkowo zalozy¢, ze liczby a sa
niezerowe.

12.7.2. Jesli X\ jest liczbg niewymierng, to zbior
{a)\+b; a,b €7, a;éO}
jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.

D. Niech z,y € R, x < y. Wykazemy, ze istnieja takie liczby calkowite a,b, ze a # 0 oraz
r<ar+b<y.

Istnieja (na mocy twierdzenia 12.7.1) takie liczby calkowite a 1 b, ze x < a\ + b < y. Jedli a # 0,
to nie ma czego dowodzié. Zalézmy, ze a = 0. Wtedy © < b < y. W przedziale (x,y) znajduje sie wiec
co najmniej jedna liczba catkowita. Zalézmy, ze b jest najmniejsza liczba catkowita w tym przedziale.
Wtedy ¢ < b < y i (znowu na mocy twierdzenia 12.7.1) istnieja liczby calkowite aq,b; spelniajace
nieréwnosci

< aA+b <b.
Jedli teraz a1 = 0, to z < b1 < b < y i mamy sprzecznosé¢ z tym, ze b jest najmniejsza liczba catkowita
w przedziale (z,y). Zatem a; i by sa liczbami catkowitymi, a1 # 0 oraz ¢ < a;A +b; <y. X

Teraz mozemy wykazaé nastepujaca wzmocniong wersje twierdzenia 12.7.1.
12.7.3. Jesli A\ jest liczbg niewymierng i M jest liczbg naturalng, to zbior
{a)\er; a,b ez, a>M}

jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.
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D. Czesé 1. Niech e bedzie liczba rzeczywista z przedziatu (0,1). Wykazemy najpierw, ze istnieja
takie liczby catkowite u i v, ze 0 < uA +v < ¢ oraz u > 1.

Przypusémy, ze to nie jest prawda. Na mocy twierdzenia 12.7.2, istniejg takie liczby calkowite
ap, by, ze ag # 0 oraz 0 < agA + by < €. Z naszego przypuszczenia wynika, ze ag jest liczba ujemna.
Niech ay = —nyg, gdzie ng € N. Liczba ng nalezy do zbioru tych wszystkich liczb naturalnych n,
dla ktérych istnieje liczba catkowita b taka, ze 0 < —nA + b < e. Zalézmy, ze ng jest najmniejszym
elementem w tym zbiorze. Niech 0 < —ngA + by < € dla pewnego by € Z; oznaczmy p = —ngA + bp.

Poniewaz 0 < p, wiec (znowu na mocy 12.7.2) istnieja takie liczby catkowite ay, by, ze

0<aiA+by<p<e oraz a; #0;

oznaczmy ¢ = a1 A+ by. Z nieréwnosci 0 < ¢ < € wynika, ze a; = —ny dla pewnego n; € N i ponadto,
ny > ng. Gdyby zachodzila réwnosé ny = ng, wéwcezas réznica p — ¢ bylaby liczba catkowita (réwna
bo — b1) nalezaca do przedzialu (0, 1); sprzeczno$é. Zatem ny > ng. Zauwazmy, ze

O<p—q= (—no)\-f— bo) — (—nl)\ +b) = (n1 — no))\-i- (bo — b1> < E.
Mamy wiec 0 < sA +t < ¢, gdzie s = n; — ng oraz t = by — by sa liczbami catkowitymi i przy tym
s > 0. To jest jednak sprzeczne z tym co zalozyliSmy na poczatku tej czeéci dowodu.
Dla kazdej wiec liczby rzeczywistej €, spelniajacej nieréwnosci 0 < € < 1, istnieja takie liczby
catkowite u,v, ze 0 < ul+v < e oraz v > 1.
Cze$é I1. Niech e bedzie liczba rzeczywista z przedziatu (0, 1). Wykazemy, ze istnieja takie liczby
catkowite v i v, ze 0 < uA+v < € oraz u > M.

Liczba (M + 1)\ jest niewymierna. Z czesci pierwszej tego dowodu wynika wiec, Ze istnieja takie
liczby catkowite a i b, ze 0 < a(M + 1)A+b < € oraz a > 1. Niech u = a(M + 1), v = b. Wtedy
O<ur+v<e u,v€Z,u>M.

Czesé III. Niech z,y € R, < y. Niech e = min{l, (y — z)/2} i rozwazmy przedzial (z,x + ¢).
Niech ¢, d beda liczbami catkowitymi takimi, ze

r<cA+d<z+e.
Takie liczby catkowite istnieja na mocy twierdzenia 12.7.1. Oznaczmy przez M; liczbe naturalng
wieksza niz M — c. Z drugiej czeéci tego dowodu wiemy, ze istnieja takie liczby catkowite u,v, ze
0 <ul+v<eoraz u > M;. Przyjmijmy: a =u+ ¢, b = v +d. Mamy wtedy a = u+c¢ > M; +¢ >
(M —¢)+c= M oraz

y—x

r=x+0<(cA+d)+@ur+v)=a +b<zt+et+e=x+2e<x+2 =y.

Zatem x < aA+b < y i przy tym a > M. To oznacza, ze badany zbiér jest gestym podzbiorem zbioru
liczb rzeczywistych. X

Twierdzenie Kroneckera 12.7.1 mozna réwniez wystowi¢ w nastepujacej wers;ji.
12.7.4. Jesli X jest dodatnig liczbg niewymierng, to zbior
{m)\—n; n,m € N}

jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.
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D. Niech z,y € R, x < y. Niech M bedzie liczbg naturalng taka, ze M\ > y. Istnieja takie liczby
calkowite a,b, ze * < aA+ b < y oraz a > M (wynika to z twierdzenia 12.7.3). Poniewaz a > M,
wiec m = a jest liczba naturalna. Przypusémy, ze b > 0. Wtedy mamy sprzeczno$é: y < MA < aX <
al+b < y. Zatem b jest ujemna liczba catkowita; niech b = —n, gdzie n € N. Wtedy £ < mA —n <y,
gdzie m,n € N i to konczy dowdd. X

Zalozylidmy, ze liczba niewymierna A jest dodatnia. Dla ujemnych liczb niewymiernych
mamy podobne twierdzenie.

12.7.5. Jesli \ jest ujemnq liczbg niewymierng, to zbior
{m)\+n; n,m € N}
jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.
D. Niech z,y € R, # < y. Stosujemy twierdzenie 12.7.4 dla dodatniej liczby wymiernej —A\ i

nieréwnoéci —y < —z. Istnieja takie liczby naturalne m,n, ze —y < m(—\) — n < —x. Mamy wtedy
(po pomnozeniu przez —1) nieréwnosci x < mA+n < y. K

W powyzszych dwbch twierdzeniach mozna jeszcze dodatkowo zatozyé, ze liczby naturalne
m i n sg wieksze od dowolnie ustalonych liczb naturalnych.

12.7.6. Jesli \ jest dodatnig liczbg niewymierng oraz A, B sq liczbami naturalnymsi, to zbior
{m)\—n; n,meN, m> A, n>B}

jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.

D. Niech z,y € R, © < y. Niech C' bedzie taka liczba naturalna, ze (A 4+ 1)CA\—y > B. Z
twierdzenia 12.7.4, zastosowanego dla dodatniej liczby niewymiernej (A + 1)C A, istnieja takie liczby

naturalne u, v, ze x < u((A + 1)0)\) — v < y. Przyjmujemy
m=u(A+1)C, n=nv.

Wtedy © < mA —n < y oraz m > Ain > B. Istotniee m = u(A+1)C > A+1 > A oraz
n>mA—y=u(A+1)CA\—y>(A+1)CA\—y>B. X

Podobnie wykazujemy nastepne twierdzenie.

12.7.7. Jesli X jest ujemnq liczbg niewymierng oraz A, B sq liczbami naturalnymi, to zbior
{m)\+n; n,meN, m> A, n>B}

jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.
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Pewne zastosowania twierdzenia Kroneckera przedstawimy w nastepnych podrozdziatach.
Teraz podamy dwa inne zastosowania. Dotyczy¢ one beda poczatkowych cyfr liczb specjalnego
typu. Doktadniejsze informacje na ten temat znajduja sie w [N-2]. Tam réwniez sa wzmianki

o pewnych wersjach twierdzenia Kroneckera.

12.7.8. Dla dowolnego skoriczonego ciggu cyfr (ukladu dziesietnego) ci,ca,
potega dwdjki, ktorej k poczgtkowymi cyframi sq kolejno c1, ..., ck.

D. Niech ¢y, ..., cx beda danymi cyframi. Oznaczmy:
M = c110F7 4 10872 4 - 4 ¢4 -1 10 + ¢
Poniewaz log;, 2 jest dodatnia liczba niewymierng oraz
logg M < logyo(M + 1),
wiec (na mocy twierdzenia 12.7.4) istnieja takie liczby naturalne m,n, ze
log1g M < mlogyy2 —n < logo(M +1).
Mamy wtedy kolejno:

n + logyg M < mlogyy2 < n +log,o(M + 1),
log;(10" M) < log,(2™) < log,o(10™ (M + 1)),
MI10™ < 2™ < (M +1)10™.

Poczatkowymi cyframi liczby 2™ sa wiec kolejno ¢q, ..., ¢x. K

12.7.9. Dla dowolnego skoriczonego ciggu cyfr (ukladu dziesietnego) ci,ca,
liczba kwadratowa, ktorej k poczgtkowymi cyframi sq kolejno c1, ..., cg.

D. Niech ¢y, ..., cx beda danymi cyframi. Oznaczmy:
M =c;10" 1 4+ 610" 2 + -+ + ¢4, 110 + ¢

Poniewaz log;,4 jest dodatnia liczba niewymierna oraz log;q M < logo(M + 1),
twierdzenia 12.7.4) istnieja liczby naturalne m,n takie, ze

log,g M < mlogg4d—n <logo(M +1).
Mamy wtedy kolejno:

n + logyg M < mlogyp4 < n+log,o(M + 1),
log1((10" M) < logy5(4™) < logyo(10™(M + 1)),
M10™ < 4™ < (M + 1)10™.

Poczatkowymi cyframi liczby kwadratowej (2™)? = 4™ sa wiec kolejno cy, ..., cx. X

...,CL 1Stnieje

...,CL 1Stnieje

wiec (na mocy

* K. G. Bankow, O pewnym twierdzeniu Kroneckera, [Kw] 7/1986 5-7.
G. H. Hardy, E. M. Wright, Kronecker’s theorem, [HW4] 375-393.
K. Pidro, Twierdzenie Kroneckera, [DIt] 6/2001, 12 - 13.

D. Wisniewski, Twierdzenie Kroneckera o gestych podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych, [Pmgr]

1991.
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0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

12.8 Naturalna gestosé

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
W tym podrozdziale zajmowac sie bedziemy podzbiorami zbioru liczb naturalnych.

Jesli A jest podzbiorem zbioru N, to dla kazdej liczby naturalnej n przez A(n) oznaczaé
bedziemy liczbe wszystkich elementéw zbioru AN {1,2,...,n}, tzn.

A(n) = ‘{a €A a< n}‘

Dla przykladu, jesli A jest zbiorem wszystkich liczb parzystych, to A(1) = 0, A(2) = 1,
A(3) =1, A(4) = 2 i ogdlnie A(n) = [n/2] dlan € N.

Niech A C N. Jedli ciag (A(n)/n) jest zbiezny, to jego granice oznacza sie przez 0(A) i
nazywa naturalng gestoscig (ang. ”natural density”) zbioru A. Zapamigtajmy:

A
0(A) = lim ﬂ
n—oo  n

Interesowaé nas teraz bedzie naturalna gestosé zbioru A. Patrzeé na nig bedziemy jak na
pewng ”miare” zbioru A w stosunku do catego zbioru liczb naturalnych. Kazdy podzbiér
skoniczony ma oczywiscie naturalna gesto$¢ rowna 0. Zbiér wszystkich liczb naturalnych ma
naturalng gesto$é réwna 1.

Zaltézmy, ze A jest zbiorem wszystkich naturalnych liczb parzystych. Co druga liczba
naturalna jest parzysta. Wspomnieliémy juz, ze A(n) = [n/2] dla n € N. Mamy zatem:

. [n/2] 1
J(A) = lim —— = 3

n—oo n

Naturalna gestos¢ zbioru liczb parzystych istnieje i jest réwna % Podobnie jest dla dowolnych
ciagébw arytmetycznych o wyrazach naturalnych.

12.8.1. Niech a,r bedq liczbami naturalnymi ¢ niech

A={a, a+r, a+2r, a+3r, ...}.

1

Zbidr A posiada naturalng gestosc i jest ona réwna .

D. Niech n € N. Niech k = A(n). Wtedy a+ (k —1)r <n, a+kr>n, wicck—-1< 22 <ki
stad wynika, ze

r

A(n)1+{”_“]

. n—a
dla wszystkich n € N. Zatem: =T'-< = < r_ =
T n n n n ™

i wobec tego

n—a An) n+4+r-—a
<

N

™m n ™m
i teza wynika z twierdzenia o trzech ciagach. X
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Istnieja takie podzbiory zbioru liczb naturalnych, ktére nie posiadaja naturalnej gestosci.
Spojrzmy na przyktady takich zbioréw.

12.8.2. Zbidr N
A= {228, 925 11, 9% 42 .. 225“—1}
s=0

nie posiada naturalne; gestosci.

An
D. Przypu$émy, ze granica ciggu (()) istnieje i jest ona réwna xz. Wtedy kazdy podciag tego
n
ciagu réwniez ma granice réwna x. Latwo sprawdzié, ze

gntl —1
3 b

A 2n+1 2n
2 (A
22n+1 22n
ciggami zbieznymi, granica pierwszego ciagu jest réwna %, a granica drugiego ciagu jest % Istnieja

A(n)

wiec dwa zbiezne podciagi o réznych granicach. Ciag <> nie ma wiec granicy. X
n

4m 42

2n+1\ __
A (2 ) - 3

A(2°") =

Rozpatrzmy podciagi ( ) 7 powyzszych réwnosci wynika, ze podciagi te sa

(o]
12.8.3. Zbior A = U {328, 32541, ..., 3L 1} nie posiada naturalnej gestosci.
s=0

grtl 1 9" +3

D. W tym przypadku A (32"+1) =

) ) A 32n+1 ] A 32n
Podciagi < ;2n+1 )> i ( ;% )

oraz A (32") = , dla wszystkich n € N.

) sg wiec ciagami zbieznymi i ich granice sa odpowiednio réwne 1
i vk Istnieja zatem dwa zbiezne podciagi o réznych granicach. Ciag | —— | nie ma wigc granicy. X
n
W podobny sposob wykazujemy:
oo
12.8.4. Zbior A = U {238_1, 2357l 41, 233} nie ma naturalnej gestosci. ([HedR] 640).
s=0
12.8.5. Zbior
oo
A= {J{@s), @s)I+1, ..., 2s+ 1)1 -1}
s=0

nie ma naturalnej gestosci. ([NizM] 475).

Przedstawimy teraz pewne wtasnosci naturalnej gestosci.

12.8.6. Niech A bedzie nieskonczonym podzbiorem zbioru liczb naturalnych. Ustawmy wszyst-

kie elementy zbioru A w cigg: a1 < as < ag < ---. Jesli zbior A posiada naturalng gestosé,
to n
0(A) = lim —.
n—oo q,

([NiZM] 473).
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;. . . . . , . . . A(n)
D. Zal6zmy, ze naturalna gesto$é zbioru A jest réwna u. Wtedy u jest granica ciggu (T)

A(an)

Kazdy podciag tego ciaggu réwniez ma granice rowng u. W szczegélnosci podciag ( m

) ma granice

réwna u. Ale A(a,) = n, wiec lim aﬁ =u=0(A). X

12.8.7. Niech A bedzie nieskonczonym podzbiorem zbioru liczb naturalnych. Ustawmy wszyst-
kie elementy zbioru A w cigg: a1 < az < az < ---. Jesli zbior A posiada naturalng gestosé i

gesto$é ta jest wieksza od zera, to

a
lim —— = 1.
n—00 Q11

(INiZM]).

a

D. Ciag (n) jest (na mocy 12.8.6) zbiezny i jego granica jest wigksza od zera. Z 12.6.1 wynika
n
wiec, ze dla kazdego € > 0 istnieje takie N, € N, ze

(n+ Day,
Nap+41

—1’<5,

(n+ ay,
Nan+41

1 1
im0 i (D ek Dan (e N
An+1 NGn+1 n+1 NGn+1 n—+1

12.8.8 (E. Szemerédi 1975). Niech A bedzie podzbiorem zbioru liczb naturalnych. Jesli
A(n)

limsup —=
n— 00 n

dla n > N.. Ciag < ) jest wigc zbiezny do 1. Mamy zatem:

jest liczbg wiekszq od zera, w szczegolno$ci jesli zbior A ma dodatnig naturalng gestosé, to
dla kazdej liczby naturalnej n istniejq takie liczby naturalne a,r, Ze wszystkie liczby

a, a+r, a+2r, ..., a+ (n—1r
sq elementami zbioru A, tzn. zbior A zawiera skoriczone postepy arytmetyczne dowolnej diu-
gosci.
U. Twierdzenie to bylo najpierw hipoteza Erdosa. Udowodnit to E. Szemerédi w 1975 roku. Inny

dowdd, stosujac teorie ergodyczna, podal w 1977 roku H. Furstenberg. Jeszcze inny dowdd, stosujac
analize Fouriera, podal w 1998 roku W.T. Gowers. X

12.8.9. Niech A C N. Jesli zbior A ma naturalng gestosé, to zbior N\ A réwnieZ ma natu-
ralng gestos$é oraz
0(A)+6(NNA)=1.

(INiZM)] 475 2.2).

12.8.10. Niech A C N, b€ N i niech A+b={a+0b; a€ A}. Jesli zbior A posiada naturalg
gesto$é, to zbior A 4+ b réwniez jg posiada i te gestosSci sq réowne. ([NiZM] 475 z.8).
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12.8.11. Jesli A i B sq takimi rozlgeznymi podzbiorami zbioru liczb naturalnych, ze zbiory
A, B oraz AU B majg naturalng gestosé, to

0(AUB) = 0(A) +(B).
(INiZM] 475 2.10).

12.8.12. Rozpatrzmy nastepujgce podzbiory zbioru liczb naturalnych:

A = 2zbior wszystkich liczb parzystych,

B1 = 2bidr liczb parzystych o parzystej liczbie cyfr,

By = 2bior liczb nieparzystych o nieparzystej liczbie cyfr,
B = BjUBs.

Zbiory A i B posiadajg naturalng gestosé. Natomiast zbiory AU B i AN B nie posiadajg
naturalnej gestosci. (INiZM] 475 2.9).

Zajmiemy sie teraz znanymi przyktadami podzbioréw zbioru liczb naturalnych posiada-
jacych naturalng gestosé.

12.8.13. Zbior wszystkich liczb kwadratowych ma naturalng gestosé rowng 0.

D. Niech A = {n2; n € N}. Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé¢ A(n) < v/n.

Mamy zatem
A
0< A < /i
n

i teza wynika z twierdzenia o trzech ciagach, X

W podobny sposob wykazujemy:
12.8.14. Niech 2 < s € N. Zbior {ns; n e N} ma naturalng gestosé réwng zero.

12.8.15. Zbior

A:U{ns; neN} ={a’; a e N,2<seN}
s=2

ma naturalng gestosé réwng zero. (INiZM] 475 z.1(j)).

D. ([SavA] 175-176). Jesli a® < n, to

oraz s < logy(n). Zatem
A(n) < [Vn] + [¥/n] + [Vn] + - < V/n-logy(n),
A(n) < vnlogy(n) _ 10%2(”). Poniewaz lim log,(n)

n n vn vn

trzech ciagach) gesto$é 0(A) istnieje i jest réwna zero. X

= 0, wiec (na mocy twierdzenia o

a zatem 0 <

12.8.16. Zbior wszystkich liczb pierwszych ma naturalng gesto$é réowng zero.
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D. Ze znanej réwnosci

wynika, ze lim @ =0.K
n—oo n

12.8.17. Zbior wszystkich liczb naturalnych wzglednie pierwszych z 6 ma naturalng gestosé

rowng %

12.8.18. Zbior wszystkich liczb naturalnych wzglednie pierwszych z 30 ma naturalng gestos$é
. 3

rowng 1g-

12.8.19. Niech ay, ..., as bedg liczbami naturalnymsi i niech A bedzie zbiorem tych wszystkich
liczb naturalnych, ktore nie sq podzielne przez zadng z liczb aq, ..., as. Zbidr A ma naturalng
gesto$é §(A) i zachodzi réwnosé

S(A)=1+> (-1)" >
r=1

1< <2< <ir<s

1

NWW( @iy, Qigy - - -5 Q5.)

(INiZM] 476 z.11).

Moéwimy, ze liczba naturalna jest bezkwadratowa (ang. squarefree) jesli nie jest podzielna
przez zaden kwadrat liczby naturalnej wiekszej od 1, tzn. jesli jest jest rowna 1 lub jest
iloczynem parami réznych liczb pierwszych. W [N-3] jest oddzielny podrozdzial o liczbach
bezkwadratowych.

12.8.20. Zbior wszystkich liczb bezkwadratowych ma dodatnig naturalng gestosé rowng %.
(INiZM)).

12.8.21. Jesli A jest zbiorem wszystkich liczb bezkwadratowych, to dla kazdej liczby natural-
nej n zachodzi nierdwnosé A(n) > n/2. (INizM] 474).

12.8.22. Kazda liczba naturalna wieksza od jedynki jest sumq dwdch liczb bezkwadratowych.
([NiZM] 474).

D. Oznaczmy przez A zbiér wszystkich liczb naturalnych bezkwadratowych. Niech 2 < n € N.
Rozpatrzmy dwa zbiory:

Uz{aEN; 1<a<s<n—1, aeA}, V:{beN; 1<b<n—1, n—beA}.
Suma U UV ma co najwyzej n — 1 elementéw. Z 12.8.21 wynika, ze
U+ |V]>n-1)/2+(n—-1)/2=n—1.

Zbiory U i V nie moga wiec by¢ rozlaczne. Istnieje zatem liczba x nalezaca do czesci wspdlnej tych
zbioréow. Wtedy x =a € Aorazx =n—bibe A. Zatem n = a + b, gdzie a,b € A. K
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Méwimy, ze liczba naturalna jest liczba Nivena, jeli jest podzielna przez sume swoich
cyfr. W [N-2] jest oddzielny rozdzial o liczbach Nivena.

12.8.23 (R.E. Kennedy, C.N. Cooper 1984). Zbior wszystkich liczb Nivena ma naturalng
gesto$é rowng zero.

12.8.24 (D. N. Lehmer 1900). Niech a(n) i b(n) bedq liczbami pierwotnych tréjkqtow pita-
gorejskich, ktorych odpowiednio przeciwprostokgine i obwody nie przewyiszajg n. Wtedy

lim L(n) = i, lim 7b(n) = E
n—oo n 2 n—oo 1 w2

(1859] 59).

12.8.25 (J. Lambek, L. Moser 1955). Niech c(n) bedzie liczbg pierwotnych trojkgtow pita-
gorejskich, ktérych pola nie przewyziszajg n. Wtedy

lim c(n)

Ny

gdzie u jest pewng stalg rowng 0,531340 - - - . ([S59] 59).

* R. E. Kennedy, C. N. Cooper, On the natural density of the Niven numbers, [Cmj] 15(4)(1984)
309-312.

R. E. Kennedy, C. N. Cooper, Chebysheuv’s inequality and natural density, [Mon] 96(2)(1989) 118-
124.

I. Niven, H. S. Zuckerman, H. L. Montgomery, The density of sequences of integers, [NiZM] 472-
481.
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.9 Geste zbiory utamkow
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Dla danego podzbioru A zbioru liczb naturalnych, przez Q(A) oznaczaé bedziemy zbiér
wszystkich dodatnich liczb wymiernych dajacych si¢ przedstawi¢ w postaci ¢, gdzie a,b € A,
tzn.

Q(A) = {Z a,b e A}.

Moéwié bedziemy, ze taki podzbiér A jest ulamkowo gesty, jesli zbidr Q(A) jest gesty w zbiorze
R = (0, 0).

W tym podrozdziale przedstawimy pewne przyktady utamkowo gestych podzbioréw zbioru
liczb naturalnych. Najprostszym takim przyktadem jest caly zbiér liczb naturalnych. W tym
przypadku Q(N) = QT = {q € Q; g > 0} i oczywiscie zbior QT jest gesty w RT. Zbior
wszystkich liczb parzystych jest rowniez utlamkowo gesty; jego zbior utamkéw jest catym
zbiorem Q7.
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12.9.1. Zbior wszystkich liczb kwadratowych jest ulamkowo gesty.

D. Niech z, y beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze z < y. Mamy wtedy dwie dodatnie
liczby rzeczywiste \/z i /y spelniajace nieréwnosé¢ /x < /y. Poniewaz zbiér QT jest gesty w R,
wigc istnieje dodatnia liczba wymierna ¢ (gdzie a,b € N) lezaca pomiedzy liczbami \/z i \/y. Wtedy

a2
T < b72 <y
i to konczy dowod. X

W ten sam sposéb dowodzimy, ze podobna wlanosé majg zbiory wszystkich szescianow,
wszystkich bikwadratéw i ogdlniej:

12.9.2. Niech 2 < s € N. Zbior {ns; n e N} jest utamkowo gesty.

Kazdy podzbior utamkowo gesty jest zbiorem nieskonczonym. Istnieja nieskoniczone pod-
zbiory zbioru liczb naturalnych, ktére nie sa utamkowo geste. Kilka przyktaddw:

12.9.3. Zbior {2°,21,22 ...}, wszystkich poteg dwdjki, nie jest utamkowo gesty. Ogdlniej,
dla kazdej liczby naturalnej a, zbior {ao, a,a?,.. . } nie jest ulamkowo gesty.

D. Zbiorem wszystkich ulamkéw o licznikach i mianownikach nalezacych do A = {2°,2% 22 ..}
jest Q(A) = {2%; s € Z}. Zbiér Q(A) nie jest gesty w RT, gdyz na przyktad nie ma takiej liczby,
ktéra nalezy do Q(A) i jest pomiedzy liczbami 5 i 7. Podobnie uzasadniamy w przypadku ogdlnym,
gdy A=1{aad',...,}. K

12.9.4. Zbior wszystkich liczb Fibonacciego nie jest utamkowo gesty.

D. Przypomnijmy, ze liczba Fibonacciego nazywamy kazdy wyraz ciegu (uy, ), okreslonego réwnos-
clami u; = ug = 1, Up42 = Up41+u, dlan € N. Pokazemy, ze nie ma takich dwoch liczb Fibonacciego
Upyy Uy, Z2€

U 5
1< 2 <=,
Uy, 4

Przypuéémy, ze sg. Wtedy w,, < up, wicc m+ 1 < n. JeSli n > m+ 2, to %= > 2. Istotnie,

Um

U Um+2  Um41 T U Um41
7n> m+ _ m+4 m o m—+ _'_121_1_1:2.
Um Um Um Um

Mozliwy wigc jest tylko przypadek: n = m + 1. Ale wtedy n > 1 (gdyz 2=~ > 1) i mamy sprzecznosc:

Up  Umtl  Um T Um—1 1+ Um—1
Um Um Um Um

1
>1+-=2>>
3

N w
| ot

Wykorzystaliémy nier6wnosé % > %, ktéra wykazujemy w nastepujacy sposob: 2u,, 1 = Upy—1 +
Um—1 = Um—1 + Um—2 = Up,. X

Przed podaniem nastepnych przyktadéw zanotujmy trzy stwierdzenia. Pierwsze stwier-
dzenie jest oczywiste.

12.9.5. Niech A C B bedg podzbiorami zbioru liczb naturalnych. Jesli zbior A jest utamkowo
gesty, to zbior B réwniez jest ulamkowo gesty.
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Nastepne dwa stwierdzenia juz nie sa takie oczywiste.

12.9.6. Niech A bedzie podzbiorem zbioru liczb naturalnych i niech B bedzie skonczonym
podzbiorem zbioru A. Jedli zbior A jest utamkowo gesty, to zbior A~ B réowniez jest utamkowo

gesty. ([HedR]).

D. Jest jasne, ze wystarczy to udowodnié tylko w przypadku, gdy zbiér B jest jednoelementowy.
Zalézmy, ze B = {bg}, oznaczmy przez Ag zbidr A \ {bg} i rozwazmy zbiér

D:{%O; aeA}U{%; aeA}.

Zauwazmy, ze kazdy niepusty zbiér otwarty w R* zawiera niepusty podzbiér otwarty roztaczny z D.
Zatem (patrz 12.3.1), D jest podzbiorem nigdziegestym. Mamy ponadto réwnosé

Q(4) = Q(A0) U D.
7Z twierdzenia 12.3.3 wynika, ze jesli Q(A) jest zbiorem gestym w R, to Q(Ag) réwniez jest zbiorem

gestym w RT. Zatem, jedli zbiér A jest utamkowo gesty, to takim jest réwniez zbiér Ag. X

12.9.7. Jesli podzbior A C N posiada naturalng gestosé i ta gestosé jest liczbg wieckszq od
zera, to zbior A jest utamkowo gesty. ([HedR]).

D. ([HedR]). Zat6ézmy, ze
0(A) :hmM =u>0.
n

Ustawmy wszystkie elementy zbioru A w ciag: a1 < as < ag < ---. Z twierdzenia 12.8.6 wiemy, ze
wtedy
..n
u = lim —.
an

Niech 0 < g € Q, 0 < € € R. Istnieje wtedy (patrz lemat 12.6.1) liczba naturalna Ny taka, ze

1'<€,
q

n/an
m/am

am 1 ‘

an m/n
dla wszystkich n,m > Ny. Istnieja oczywiscie liczby naturalne n,m, ktore sa wieksze od Ny i takie,
m
ze ¢ = —. Mamy wtedy
n

a 1 €
mo - 1‘ < -
an ¢ q
i stad, po pomnozeniu przez q,
a
- - q‘ <e.
Qn

Ulamek 2™ nalezy do Q(A). Z twierdzenia 12.5.1 wynika wiec, ze zbiér Q(A) jest gesty w RT, a zatem
27
zbiér A jest ulamkowo gesty. X

Zbiér liczb nieparzystych ma naturalna gestosé¢ réwna % Zatem, ze stwierdzenia 12.9.7
wynika:

12.9.8. Zbior wszystkich nieparzystych liczb naturalnych jest utamkowo gesty.
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Zbior wszystkich liczb naturalnych postaci 4k 4+ 3 ma naturalna gesto$é réwna i. Zatem:
12.9.9. Zbior wszystkich liczb naturalnych postaci 4k + 3 jest utamkowo gesty.
7 faktéw 12.9.7 i 12.8.1 wynika nastepujace ogdlniejsze stwierdzenie.

12.9.10. Kazdy postep arytmetyczny {a, a +r, a+ 2r, a+ 3r, ...}, gdzie a,r € N, jest
utamkowo gesty.

Drobna modyfikacja dowodu stwierdzenia 12.9.7 pozwala nam wyslowi¢ nastepne ogdl-
niejsze stwierdzenie. Przypomnijmy, ze jesli A jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych, to
przez A(n) oznaczamy liczbe tych wszystkich liczb a ze zbioru A, ktére spelniaja nieréwnosé
a<n.

12.9.11. Niech r > 0 bedzie ustalong liczbg rzeczywistq i niech A bedzie podzbiorem zbioru

liczb naturalnych takim, Ze cigg
A(n)

n'l"
ma granice i granica ta jest wieksza od zera. Wtedy zbidr A jest ulamkowo gesty.
D. (I). Zal6zmy, ze
A
lim ﬂ =u>0
nT
i ustawmy wszystkie elementy zbioru A w ciag:

ap <az <az <---.

A
Wtedy podciag ( (Cin)> réwniez ma granice i ta granica jest réwna u. Ale A(a,) = n. Mamy zatem:
a

n

lim — =4 > 0.

r
n—oo
a’l’L

Niech 0 < ¢ € Q, 0 < ¢ € R. Istnieje wtedy (patrz lemat 12.6.1) liczba naturalna Ny taka, ze

m

ar m/n ’

n/al, <€
m/ag,

a’ 1 ‘_

dla wszystkich n,m > Nj. Istnieja oczywiscie liczby naturalne n,m, ktére sg wieksze od Ny i takie,

) m ap, 1 €, .o
ze ¢ = —. Mamy wtedy |—*-— — 1| < — i stad, po pomnozeniu przez g,
n an g q
aT
— — q’ <e.
a'ﬂ

Utamek &7 nalezy do Q(A). Z twierdzenia 12.5.1 wynika wiec, ze zbiér Q(A)" = {br; be Q(A)} jest
ap

gesty w RT. Spéjrzmy na stwierdzenie 12.5.4. Wynika z niego, ze zbiér Q(A) = (Q(A)’“)% rowniez jest

gesty. Zatem, zbiér A jest utamkowo gesty. X

D. (I1). Dla danej liczby rzeczywistej x > 0 oznaczmy przez A(z) liczbe tych wszystkich elemen-
téw a ze zbioru A, ktére spelniaja nier6wnosé a < x. Jest jasne, ze A(z) = A([z]).
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A
Zalézmy, ze lim@ = u > 01 niech 0 < = < y beda liczbami rzeczywistymi. Istnieje liczba
naturalna ng taka, ze
[xn] >0, [yn] >0, A(zn) >0, A(yn) > 0,

dla wszystkich n > ng. Podciagi (A([:z:n])/[:cn]r) i (A[yn}/[yn]’“), rozpatrywane dla n > ng, maja
wiec dodatnie wyrazy i sa zbiezne do u. Iloraz tych podciagéw jest zatem ciagiem zbieznym i jego
granica jest rowna 1. Poniewaz

lim lynl = (gy

[xn] x

(patrz 12.6.2), wiec

A () >

Istnieje zatem takie nq, ze A(yn) > A(zn) dla n > n;. Stad wynika, ze dla kazdego n > n; istnieje
liczba a,,, nalezaca do zbioru A i taka, ze

nr < ap, <ny.

Niech b bedzie dowolna taka liczba ze zbioru A, ktora jest wieksza od ni. Wtedy bx < ap < by oraz

b,ap € A. Zatem z < % <yi % € Q(A). Zbior Q(A) jest wige gesty w RT. K

12.9.12. Niech f(x) bedzie wielomianem stopnia d > 1 o dodatnim wspdlczynniku wiodgeym
rownym c. Zalézmy, ze f(N) C N oraz, ze f(n) < f(m), gdy n < m, n,m € N. Niech
A= f(N) ={f(n); n e N}. Wtedy

A 1
lim (n) = —

D. Wiemy (patrz lematy 12.6.3 1 12.6.4), ze istnieja takie dodatnie liczby u, v, M, ze

c(k —v) < f(k) < c(k 4+ u)?

dla wszystkich k wigkszych od M. Niech ng bedzie liczba naturalna taka, ze A(n) > M dla wszystkich
n = ng.

Rozpatrzmy dowolna liczbe naturalng n, wieksza od ng. Niech A(n) = k. Wtedy k > M oraz
f(k) <n< f(k+1), azatem

clk—v)t < fk)y<n< flk+1) <clk+1+u)

istad ¢c(k—v) < ¥/n < Je(k+1+u), czyli Je(A(n)—v) < I/n < Je(A(n)+1+u). Po podzieleniu

przez A(n) otrzymujemy nieréwnosci

A(n) — v n An)+1+u
d < < ¢ il /A NS
Ve i a0 <V am
zachodzace dla wszystkich n > ng. Poniewaz lim A(n) = oo, wigc ciagi skrajne sa zbiezne do tej
d
samej granicy, réwnej /c. Z twierdzenia o trzech ciggach wynika zatem, ze lim A\{ﬁ) = {/c i stad
n

Aw) 1
e

otrzymujemy teze: lim
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12.9.13. Jesli f(x) jest wielomianem dodatniego stopnia, o dodatnim wspdlczynniku wiodg-
cym i takim, Ze f(N) C N, to zbior f(N) jest utamkowo gesty.

D. Niech A = f(N) = {f(n); n € N}. Funkcja wielomianowa f(z) jest od pewnego miejsca
rosnaca. Istnieje zatem liczba naturalna p taka, ze

f(n+p) < f(m+p),

gdy n < m, n,m € N. Rozpatrzmy wielomian g(xz) = f(x +p) i niech B = {g(n); n € N}. Z twierdzen
12.9.12 i 12.9.11 wynika, ze zbiér B jest ulamkowo gesty. Ale B C A. Zatem zbiér A réwniez jest
ulamkowo gesty. X

7 twierdzenia 12.9.13 otrzymujemy liczne przyktady zbioréw utamkowo gestych. Stosujac
to twierdzenie dla wielomianu f(z) = rz + a (gdzie a,r € N), otrzymujemy nowy dowdd na
to, ze postepy arytmetyczne sa utamkowo geste (patrz 12.9.10). Zanotujmy inne przyklady.

12.9.14. Zbior {n2 +1; ne N} jest utamkowo gesty.

D. Twierdzenie 12.9.13 dla wielomianu f(z) = 22 + 1. X

12.9.15. Zbior wszystkich liczb tréjkgtnych jest utamkowo gesty.

D. Przypomnijmy, ze liczba tréjkatna nazywamy kazda liczbe naturalng postaci

1
in(n +1).

1 1
Teza wynika z twierdzenia 12.9.13 zastosowanego dla wielomianu f(z) = §x2 + 3% X

12.9.16. Zbior wszystkich liczb tetraedralnych jest utamkowo gesty.

D. Liczbg tetraedralna jest kazda liczba naturalna postaci

1
En(n +1)(n+2)

(patrz na przyklad [N-8]). Teza wynika z twierdzenia 12.9.13, zastosowanego dla wielomianu

flx)= éx(x—i— N(z+2). X

Liczby tréjkatne i liczby tetraedralne mozna zapisaé¢ za pomoca symboli Newtona. Liczba
tréjkatna 2n(n+1) jest réwna (";rl) Liczba tetraedralna gn(n+1)(n+2) jest natomiast row-
na (";2). Powyzsze przyklady 12.9.15 i 12.9.16 sa szczegdélnymi przypadkami naste¢pujacego
ogolniejszego przyktadu.

12.9.17. Przy ustalonym k € N, zbior wszystkich liczb naturalnych postaci

n+k—1
k M

gdzie n € N, jest ulamkowo gesty.
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1
D. Stosujemy twierdzenie 12.9.13 dla wielomianu f(z) = Em(x +1)(z+2)---(z+k-1).K

Wiemy juz (patrz 12.9.3), ze jesli a jest liczba naturalna, to zbiér B(a) = {a"; n € N}
nie jest ulamkowo gesty. Dla danych liczb naturalnych a i b rozpatrzmy zbiér

B(a,b) = B(a) UB(b) = {a"; n e NjU{o"; n e N}.
Mozna udowodnié (patrz 12.11.5):

12.9.18. Jesli a > 2 i b > 2 sq wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi, to zbidr B(a,b)
jest utamkowo gesty. ([HedR]).

Stad w szczegdlnosci wynika:
12.9.19. Zbior {2"3m; n,m € No} jest utamkowo gesty.

D. Zbiér ten zwiera ulamkowo gesty zbioér B(2,3). Wystarczy wiec wykorzystaé 12.9.5. X

12.9.20 (Ramanujan). Jezeli N(z) oznacza liczbe liczb naturalnych postaci 2™3™ nie wiek-
szych od x (gdzie n,m € Ny), to
N N 1
lim %&:) = lim (z) = .
n—o0 In*(z) n—oIn(2z)In(3z) 2In2-In3

([S59] 267-268).

* S. R. Garcia, V. Selhorst-Jones, D. E. Poore, N. Simon, Quotient sets and diophantine equations,
[Mon] 118(8)(2011) 704-711.
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12.10 Utamkowa gesto$¢ zbioru liczb pierwszych
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
W tym podrozdziale przedstawimy dowdd nastepujacego twierdzenia Andrzeja Schinzla.

12.10.1 (A. Schinzel 1959). Zbiér wszystkich liczb pierwszych jest utamkowo gesty. Innymi
stowy, zbior wszystkich liczb p/q, gdzie p i q sq to liczby pierwsze, jest gesty w zbiorze liczb
rzeczywistych dodatnich. ([S59) 411, [S88] 165).

Przypomnijmy, ze jesli = jest dodatnia liczba rzeczywista, to przez 7(x) oznacza sie liczbe
liczb pierwszych nie wigkszych od x. W dowodzie twierdzenia 12.10.1 wykorzystuje si¢ znane
klasyczne twierdzenie (prime number theorem):

() lim m(n)In(n)

=1.
Wspominalismy o tym twierdzeniu w [N-4]. Z tego twierdzenia wynikaja nastepujace wnioski.

12.10.2. Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych spelniajgcych nieréownosé x < y, ist-
nieje liczba naturalna ng taka, zZe
m(nz) < m(ny)

dla wszystkich n = ng. ([S59], [S88]).
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D. ([S59] 410, [S88] 164). Niech 0 < = < y. Z réwnosci (x) otrzymujemy réwnosci
lim M =1 lim M
AT [oa] T

Mamy ponadto, 7(nz) = m([nz]), m(ny) = 7([ny]), lim % = ¥ (patrz 12.6.2) i tatwo wykazaé, ze

=1.

In([ny]) _
n—oc In([nz])

n(ny)
m(nx)

Stad wynika, ze ciag ( ) jest zbiezny i jego granica jest réwna £. Mamy zatem:

lim ==>1.

n—oo m(nw)

m(ny) _y

Istnieje wiec taka liczba naturalna ng, ze dla wszystkich liczb naturalnych n > ng zachodzi nieréwnosé

m(ny)

m(nx)

Mamy wiec: 7(nz) < m(ny) dla n > ng. K

12.10.3. Niech x < y bedqg dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Istnieje wtedy taka liczba
naturalna ng, zZe dla kazdej liczby naturalnej n = ng istnieje liczba pierwsza q, spelniajgca
nierownosct

ne < gnp < ny.

(1859], [S88)).

D. Niech z bedzie liczba rzeczywista taka, ze < z < y. Istnieja wtedy (na mocy 12.10.2) takie
liczby naturalne ny i ng, ze
m(nz) < w(nz)

dla n > n; oraz w(nz) < w(ny) dla n > ny. Liczbe max(ny, ne) oznaczmy przez ng. Dla wszystkich
n = ng zachodza wiec dwie nieréwnosci

m(nz) <7w(nz) 1 w(nz) < w(ny),
a zatem istnieja liczby pierwsze p, ¢ takie, ze
nr<p<nz, nz<qg<ny.
Przyjmujemy ¢, = p i mamy nz < g, < ny. X

Teraz mozemy juz udowodnié¢ twierdzenie 12.10.1.

Dowdéd twierdzenia 12.10.1. ([S59] 410, [S88] 164). Niech x, y beda liczbami rzeczywistymi
takimi, ze 0 < = < y. Istnieje wtedy (patrz 12.10.3) liczba naturalna ng taka, ze dla kazdej liczby
naturalnej n > ng w przedziale (nz, ny) znajduje sie co najmniej jedna liczba pierwsza. Poniewaz liczb
pierwszych jest nieskonczenie wiele, istnieje liczba pierwsza p, ktora jest wieksza od ng. W przedziale
(pz, py) znajduje sie wiec jakas liczba pierwsza q. Wtedy

pr < q<py

i mamy: z < gy. Zbiér wszystkich liczb pierwszych jest wiec ulamkowo gesty. X
p
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W przedstawionym dowodzie istotna role odegrala réwnosé (). Zanotujmy jeszcze jeden
wniosek wynikajacy z tej réwnosci, o ktérym wspominaliSmy w [N-2].

12.10.4 (W. Sierpinski 1951). Dla dowolnego skoriczonego ciggu cyfr (ukladu dziesietnego)
C1,Co,...,Cnp istnieje liczba pierwsza, ktorej m poczgtkowymsi cyframi sq kolejno cq, ..., .
([S59], [Trost] 51, [S88]).

D. ([S59] 412). Niech a bedzie m-cyfrowa liczba naturalna, ktérej cyframi sa kolejno ¢, ¢a, .. ., ¢
Niech z = a, y = a + 1. Wtedy 0 < x < y, a wigc (patrz 12.10.3) istnieje liczba naturalna ng taka,
ze dla kazdej liczby naturalnej n > ng w przedziale (nx,ny) znajduje sie co najmniej jedna liczba
pierwsza. Niech s bedzie taka liczba naturalna, ze 10° > ng. Wtedy w przedziale (210°, y10°) znajduje
sie jakas liczba pierwsza p. Poniewaz

10°%a < p < 10%°(a + 1),
wiec poczatkowymi cyframi liczby pierwszej p sg kolejno c¢q,co, ..., cp. K
Stad otrzymujemy natychmiast:
12.10.5. Dla dowolnego skonczonego ciggu cyfr (ukladu dziesigtnego) ci,ca, ..., cp istnieje

nieskonczenie wiele liczb pierwszych, ktorych m poczgtkowymsi cyframi sq kolejno c1, ..., ¢m.
(1859], [Trost] 51, [S88]).

% D. Hobby, D. M. Silberger, Quotients of primes, [Mon]| 100(1993) 50-52.
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12.11 Zbiory geste i ciggi liczb naturalnych
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
W tym podrozdziale podamy pewne przyktady gestych podzbioréw w RT postaci

{an; n,m &N } ,
bm,
gdzie (an) i (by) sa nieskonczonymi ciagami liczb naturalnych. W poprzednim podrozdziale

zajmowalidmy sie zbiorami tego typu przy dodatkowym zalozeniu, ze ciagi (a,,) i (by,) sa takie
same. Teraz nie bedziemy tego zaklada¢. Zanotujmy najpierw dwa proste stwierdzenia.

12.11.1. Niech (ay) @ (by) bedg ciggami dodatnich liczb rzeczywistych i niech

A:{an; n,mGN}, B:{bn; n,mEN}.
bm, am

Jesli zbior A jest gesty w R, to zbiér B réwniez jest gesty w RT.

D. Zalézmy, ze A jest geste w R i niech x,y beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze 0 < z < .
Mamy wtedy nieréwnosé

1 1
- < -
y oz
S an . .1 1
Istnieje wiec liczba u = b nalezaca do A taka, ze — < u < —. Stad mamy:
m Y z
1 b
r<-<y i —-=-"¢€B.
U U ap
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Zatem zbiér B jest (na mocy 12.5.1) gesty w RT. X

W tym podrozdziale méwié bedziemy, ze dany ciag (a,,) jest specjalny, jesli dla dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych = < y istnieje liczba naturalna ng taka, ze dla wszystkich
n = ng w przedziale (nx, ny) znajduje sie co najmniej jeden wyraz ciagu (ay,).

12.11.2. Niech (ay,) i (by) bedq takimi ciggami liczb naturalnych, zZe lima, = co i limb, =
0o. Jesli co nagmniej jeden z tych ciggow jest specjalny, to zbiory

A:{Z"; n,mEN}, B:{bn; mmEN}

m m

sq geste w RT.

D. Zalézmy, ze ciag (a,) jest specjalny. Niech 0 < x < y, € R, y € R i niech ng bedzie liczba
naturalng wystepujaca w powyzszej definicji ciagu specjalnego. Poniewaz limb,, = oo, wiec w ciagu
(by) istnieje wyraz by, ktéry jest wiekszy od ng. Woéwczas w przedziale (b, z, byy) znajduje sie co
najmniej jeden wyraz ciagu (a,); niech to bedzie wyraz a,,. Wtedy

a
r< <y
b,

Zbiér A jest wigc (na mocy 12.5.1) gesty w RT. Gestosé zbioru B wynika z 12.11.1. X

Wiemy (patrz 12.10.3), ze ciag (pn), kolejnych liczb pierwszych, jest specjalny. Wiemy
réwniez (patrz stwierdzenia 12.9.12, 12.9.13 i drugi dowdd twierdzenia 12.9.11), ze specjalnym
jest kazdy ciag postaci (f(n)), gdzie f(x) jest wielomianem dodatniego stopnia o dodatnim
wspoélezynniku wiodacym i takim, ze f(N) C N. Mamy zatem kolejne przyklady gestych
podzbioréw zbioru dodatnich liczb rzeczywistych.

12.11.3. Nastepujgce zbiory sq gestymi podzbiorami w RT.

{n2il;p€[@,n€N}, {4n+1;p€P,TLGN}7 {%;pGP,nEN},
{2np_1; peP,neN}, {22n+1; peIP’,neN}, {uﬂ; pGP,nGN},
mn
(Etiwmenh (roomenh {nnen)
m m
{ni;l; n,meN}, {?%, n,mGN}, {;:L, n,mGN}~

Oznaczenia: P = 2zbior liczb pierwszych, w, = n-ta liczba Fibonacciego, t, = n-ta liczba
trojkgtna, T, = n-ta liczba tetraedralna. Mamy tu rowniez liczby Mersenne’a 2™ — 1 i liczby
Fermata 22" + 1.
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W nastepnych przyktadach wykorzystamy twierdzenie Kroneckera.

n

2
12.11.4. Zbior {B—m, n.m & N} jest gestym podzbiorem w RT.

D. Niech z,y € R*, 0 < z < y. Poniewaz logs 2 jest dodatnig liczba niewymierna oraz
logs x < logs v,
wiec (na mocy twierdzenia 12.7.4) istnieja takie liczby naturalne m,n, ze
logs x < mlogs2 —n <logsy.

Mamy wtedy kolejno:
n +log; z < mlogs 2 < n +logs v,
logs(3"x) < logz(2™) < logy(3"y),
3nr < 2™ < 3y
2

ist@dx<£<y.@

W podobny sposéb wykazujemy:

12.11.5. Jesli a, b sq wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi wiekszymi od 1, to zbior
an
{b—m; n.m € N}
jest gestym podzbiorem w RY. Stgd w szczegdlnisci wynika, Ze zbidr
B(a,b) = {a"; ne N} U{b"; n e N}

jest utamkowo gesty.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.12 Inne przyklady zbioréw gestych

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

12.12.1. Jesli (ay) jest ciggiem takim, Ze lima, = oo oraz A = lim(ap4+1 — ay) = 0, to zbior

{an — G N,M E No}
jest gesty w R. ([K-pv] 117-118).
D. Niech z,y beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze * < y. Udowodnimy, ze pomiedzy x i y

znajduje sie co najmniej jedna liczba ze zbioru A.

Zal6zmy najpierw dodatkowo, ze & > 0. Niech ¢ = y — x. Poniewaz lim(a,4+1 — a,) = 0, istnieje
liczba naturalna m taka, ze
lan, — an—1] < ¢

dla wszystkich n > m. Niech n bedzie najmniejsza liczba naturalna spelniajaca nieréwnosci n > m
oraz a, > a, + x. Taka liczba n istnieje, gdyz lim a,, = co. Wtedy a,—1 < @y, + = 1 mamy:

an<an—1+€<am,+x+5:am+y-
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Zatem T + a., < ap < @y +y istad x < ap — ap < y.

Niech teraz z < 0. Jedli y > 0, to (na mocy pierwszej czesci tego dowodu) istnieje takie a € A,
ze 0 < a < y i mamy wtedy x < a < y. Niech wiec y < 0. Wtedy —y < —x oraz —y > 0. Istnieje
wiec liczba a = a,, — a,, € A spelniajaca nieréwnosci —y < a < —x. Wtedy = < —a < y i liczba
—a = G, — ap, nalezy do zbioru A. X

Stad w szczegdlnosci wynika:

12.12.2. Zbidry {\/ﬁ— Vm; m,n € No} i {{’/ﬁ— m; m,n € No} sq gestymi podzbiorami
zbioru liczb rzeczywistych. Ogdlniej, kazdy zbior postaci

{Vin = v/ m.n € No},
gdzie 2 < s € N, jest gesty w R. ([Putn] 1990, [K-pv] 117-118).
12.12.3. Jesli f : RT — R jest funkcjq takq, Ze
Jim f@)= o0, lim f(z) =0,

to cigg a, = f(n) spelnia zalozenia podane w 12.12.1. ([K-pv] 117-118).

Przez {z} oznaczamy cze$é¢ utamkowsa liczby rzeczywistej x.

12.12.4. Jesli A jest liczbg niewymierng, to zbior

{{n)\}; n e N}
jest gesty w przedziale (0,1). ([S59] 265, [HW4], [HedR]).

D. Niech z,y € R, 0 < & < y < 1. Wykazemy, ze istnieje liczba naturalna n taka, ze © < {nA} < y.

Przypadek 1. Zalézmy, ze A > 0. Niech M bedzie liczba naturalna taka, ze MA > y. Na mocy
twierdzenia Kroneckera 12.7.3, istnieja takie liczby calkowite a,b, ze a > M oraz © < aA+b < y.
Wtedy n = a jest liczba naturalng oraz b < 0 (jesli b > 0, to mamy sprzecznosé:

y<MA<ad<ar+b<y.

Niech b = —m, m € N. Poniewaz 0 < nA\ —m < 1, wigc m = [pA] i stad a\ + b = n\ — [nA] = {nA}.
Zatem, z < {nA} <y.

Przypadek 2. Zalézmy, ze A < 0. Mamy nieréwnosci 0 < 1 —y < 1 —x < 1. Poniewaz —\ jest
dodatnia liczba niewymierna, wiec (na mocy twierdzenia 12.7.4) istnieja takie liczby naturalne n, m,
ze

l—y<n(-A)—-m<1l-z.

Wtedy oczywiscie m = [—nA] i mamy:
n(=A) —m = —mA — [-n\] = {-nA} =1 - {nA}.

Zatem 1 —y <l—{nA\} <l—zistad z < {nA\} <y X
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12.12.5 (V. Jarnik). Jesli A jest liczbg niewymierng, to zbior

{{P}; peP}

jest gesty w przedziale (0,1). ([S59] 267).

12.12.6. Zbior wszystkich liczb wymiernych postaci

SR S
n+l n+2 n+m’

gdzie n,m € N, jest gesty w zbiorze [0,00). ([Cmj] 28(5)(1997) 5.409).

12.12.7. Zbior {gp(n)’ n e N} jest gesty w przedziale (0,1). ([S59] 210).
n
. . fen+1) : . N
12.12.8 (A. Schinzel 1954). Zbior T; n € N jest gesty w zbiorze R™. ([S59] 210).
wn

12.12.9. Przez o(n) oznaczamy sume wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby naturalnej n.

Zbior
{a(n); n e N}
n

jest gesty w przedziale (1,00). ([S59] 247).

12.12.10. Zbiér {sin T, X € Z} jest gesty w przedziale [—1,1]. ([Mat] 4/1988 224).

% Lukasz Jaworski, Geste podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, [Pmgr] 2011.
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