Zestaw 7

Regula wlaczen i wylaczen

Gléwnym narzedziem, ktorym nalezy sie postugiwac z Zestawie 7 jest zasada
(wzér) wlaczen i wyltaczen, ktéra teraz sformutujemy.

Niech Ay, ..., A, beda zbiorami skonczonymi. Dla kazdego niepustego
zbioru indekséw I C {1,...,n} oznaczamy przez A; przekroj (,.; A;. Innymi
stowy, jesli I = {iy,...,ix}, to

Ar= A, NN A

1k *
Zasada (wzor) wlaczen i wylgczen méwi, ze

AU UA = Y (=4

Z¢I§{1,2,7n}

W mniej zwartej wersji powyzszy wzor mozna zapisa¢ nastepujaco:

n

[AyU-UA = (=D > A, NN A4l

k=1 1<i1 < <ix<n
W skrajnej wersji, gdy n = 1, wzor przyjmuje tautologiczng postac
[Ar] = |Aq.

Dla n = 2 mamy pierwsza nietrywialng i prawdopodobnie dobrze znana

postac
|A; U Ag| = |A1] + |A| — |A1 N Ayl

Gdy n = 3, to otrzymujemy

‘Al UA2 UA3| - ’Al‘ + ’AQ‘ + |A3‘
— A N As| — [A1 N As| — |As N As| + [ A1 N Ay N Asl,

podczas gdy dla n = 4, mamy

|A; U Ay U A3 U Ay
= |A1| + |As| + | As| + | A4l
— AT N Ag| — A1 M Az — |A1 N Ayl — Ao N Ag| — [As N Ay| — |A3 N Ay
+]A T NANAs|+ AT NANA]+ A NA3N Ayl + AN AN Ay
—|A1 N Ay N Ay N Ayl



Wersja wzoru dla n = 5 ma 31 sktadnikoéw, wiec nie bedziemy jej juz tutaj
przytacza¢. W sytuacji, gdy stosujemy wzér wlaczen i wytaczen dla ,,duzych”
wartosci n oczekujemy zwykle pewnej regularnosci od sktadnikow |A;, N---N
A;, |. Jedna z mozliwosci jest, ze

Ay N NA, [ =0

dla ,duzych” k, co pozwala pominaé cze$¢ sktadnikdw.

Aby stosowac regute wlaczen i wylgczen warunek opisujacy zliczane obiek-
ty powinien by¢ alternatywa bardziej elementarnych warunkéw. Tak jest na
przyktad w Zadaniu 1, gdzie warunek ,liczba podzielna przez przyjnajmniej
jedna z liczb 2, 31 57 jest alternatywa warunkéw: liczba podzielna przez
27, liczba podzielna przez 3”7, ,liczba podzielna przez 5”. Zatem, aby roz-
wiaza¢ to zadanie, nalezy zastosowaé¢ wzoér wiaczen i wytaczen dla zbioru
Ay UA3U As, gdzie Ay oznacza zbior liczb dodatnich nie wiekszych niz 10000
i podzielnych przez k.

W zadaniach zdarza sie jednak czasami, ze interesujacy nas warunek jest
koniunkcja (a nie alternatywa) warunkéw elementarnych. Przyktadem ta-
kiego zadania jest Zadanie 5, w ktorej chcemy wybraé¢ 5 kart tak, aby byt
wsrod nich ,co najmniej jeden as” i ,co najmniej jeden krél” i ,co naj-
mniej jedna dama”. Innymi stowy, chcemy policzy¢ liczbe elementéw zbioru
By N---N B,, dla pewnych zbioréw By, ..., B, (oczywiscie, w powyzszym
przyktadzie n = 3). Jezeli nie jest jasne, jak policzy¢ liczbe elementéw zbioru
By N---N B, bezposrednio, mozna to zrobi¢ poprzez rozwazanie dopetnienia
tego zbioru. W tym celu nalezy najpierw ustali¢ ,naturalny” zbior X, w kto-

rym mieszcza si¢ wszystkie zbiory By, ..., B,. W omawianym przyktadzie
zbiorem X jest zbiér wszystkich wyborow 5 kart z talii 52 kart. Nastepnie
definiujemy zbiory A; := X \ By, ..., B, := X \ A, oraz liczymy z reguly

wlaczen 1 wytaczen liczbe elementéw zbioru Ay U --- U A,,. Jedli sie nam to
uda, to z praw de Morgana wynika, ze

IBiN N By =|X| = [A U--- U Ay

Przy zatozeniu, ze potrafimy znalezé liczbe elementow zbioru X, znajdujemy
w ten sposob rozwigzanie wyjsciowego zadania.
Zilustrujemy teraz powyzsze rozwazania przyktadem.

Przyktad

Policzymys, ile jest dodatnich liczb catkowitych nie wiekszych od 1000, ktore
nie sa podzielne przez zadna z liczb 4, 10 i 25. Jesli By jest zbiorem liczb
dodatnich catkowitych nie wigkszych od 1000, ktére nie sa podzielne przez k,



to interesujacy nas zbior jest réwny By N Big N Bas. Aby zastosowaé regute
wlaczen i wylaczen (i poniewaz nie ma metody ,bezposredniego” policze-
nia liczby elementéw zbioru By N Byp N Bays), musimy zastosowaé metode
z dopetnieniami. Naturalnym jest za zbior X przyjaé¢ zbior wszystkich liczb
catkowitych od 1 do 1000. Wtedy Ay := X\ By jest zbiorem liczb catkowitych
nie wiekszych od 1000 i podzielnych przez k, a wiec

1000
al=|=|
| A .
Zauwazmy, ze Ay N Ajg = Ay (podzielno$é przez 4 i 10 jest réwnowazna
podzielnosci przez 20, gdyz 20 jest najmniejsza wspolng wielokrotnoscia liczb
41 10), A4 N A25 = AlOO; Alg N A25 = A50 oraz A4 N Al() N A25 = AIOO- Zatem
z reguly wlaczen i wylaczen wynika, ze

|As U Ao U Ags| = |Ayg| + |Aro] + | A2s)
— |A4 N A10| — ‘A4 N A25| — |A10 N A25’ —+ |A4 N A10 N A25|
= |A4| + |A1o| + |Aas| — |Aso| — |A1oo] — |As0] + | A100]
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
e - e e - e )+ e

4 10 25 20 100 20 100

= 250 + 100 + 40 — 50 — 10 — 20 + 10 = 320.

Poniewaz oczywiscie | X | = 1000, wiec interesujacy nas wynik jest réwny

|B4 N B10 N BQ5| - ‘X’ - |A4 U AIO U A25| - 1000 - 320 - 680

Zadanie 2

W Zadaniu 2 oprécz reguty wiaczen i wytaczen nalezy wykorzysta¢ udowod-
niony na wyktadzie wzér na liczbe rozwiazan rownania

T+ -+ T, =n
w liczbach catkowitych nieujemnych. Zgodnie z tym wzorem rozwigzan takich
jest
n+m-—1
m—1 )
Wykorzystujac metode bijektywng, mozna uogdlni¢ powyzsza obserwacje i
pokazaé, ze jesli k1 + ... + k,, < n, to mamy

(n—(k1+'--+km)+(m—1))

m—1



rozwigzan réwnania
T+ -+ Ty, =n

w liczbach catkowitych takich, ze z1 > ky, ..., x,, > k,,. Oczywiscie, jesli
ki+ ...+ k, > m, to liczba takich rozwigzan jest rowna 0.
Przypusémy teraz, ze chcemy znalez¢ liczbe rozwiazan rownania

1+ -+, =n

w liczbach catkowitych takich, ze x1 > ki, ..., x,, > k,,, ktére dodatkowo
spetniaja warunki x; < [y, ..., z, < [, gdzie 1 < p < m (z tego typu
problemami mamy do czynienia w Zadaniu 2). Innymi stowy, interesuje nas
liczba elementéw zbioru By N --- By, gdzie, dla ¢ = 1,...,p, B; jest zbiorem
tych rozwigzan réwnania

T+ + Ty =N

w liczbach catkowitych takich, ze x1 > ki, ..., x,, > k,,, ktére dodatkowo
spetniaja warunek x; < [;. Z wczesniejszych rozwazan wynika, ze w tej sy-
tuacji nalezy postuzy¢ si¢ metoda z dopetlieniami. Zatem niech X bedzie
zbiorem wszystkich rozwigzan réwnania

ry+- -+ Ty, =n

w liczbach catkowitych takich, ze z1 > ky, ..., T, > ky,. Jeslii € {1,...,p}
oraz A; := X \ By, to A; jest zbiorem rozwiazan réwnania

T+ -+ Ty, =n
w liczbach catkowitych takich ze z; > [; + 1 oraz z; > k;, dla j # ¢. Zatem

A = (n—(li+1+2j#kj)+(m—1)>’

m— 1

(lub [4;| =0, gdy li + 1+, k; > n). Podobnie, gdy i1 < s, to A;; N A,
jest zbiorem rozwigzan réwnania

i+t Ty, =n

w liczbach catkowitych takich, ze x;, > l;, +1, x;, < l;, +1 oraz x; > k;, gdy
i # J # 2, & wige

m—1



(oile liy + 1+ 1y, + 1437, 4y, ki < n). Ogolnie, jesli 1 <iy <--- < i, <p,
to

|A“ﬂﬂA1q|:

(” — Qo + D)+ 2 g, Ki) (= 1))

m—1

(lub 0). Korzystajac z powyzszych wzoréw i reguty wlaczen i wytaczen, mo-
zemy policzy¢ liczbe elementéw zbioru A; U --- U A,. Poniewaz

x| (n—(k1+---+k:m)+(m—1))

m—1

oraz
|BiN---NB,| =|X|—-]A1U---UA,|

to daje nam rozwigzanie wyjsciowego problemu.

Przyktad
Policzymy ile jest rozwigzan réwnania
1+ Tog+ T3+ X4 =50

w liczbach catkowitych takich, ze —10 < z; < 10z, ¢ = 1,2, 3, 4.
Niech X bedzie zbiorem rozwigzan powyzszego rownania takich, ze z; >
—10,dla i =1,2,3,4. Wtedy

50 —4 - (—10) + 3 93
|X|=( <3 )+ )=<3):129766.

Dla ¢ = 1,2,3,4 niech A; bedzie zbiorem tych rozwigzan ze zbioru X, dla
ktorych dodatkowo x; > 107 + 1. Interesujgca nas liczba to

| X — |A1 U Ay U A3 U Ayl

Aby policzy¢ liczbe elementéw zbioru A; U As U A3 U Ay z reguly wytaczen i
wytaczen, zauwazmy, ze

4| = (50—(11+3-(—10))+3) _ (72> _ 50600,

3 3
| = 50 — (21+3- (—10)) +3Y _ (62 800,
o] = E50 (31+33- (—10)) +3§ _ E;;; 9100,
3 3



4] = (50 — (41+3-(—10)) + 3)

3
Podobnie
50 — (11421 +2-(—10)) + 3 41
|A; N Ayl = ( - J?: (—10)) + ):<3>:10660,
50 — (11431 +2-(—=10)) + 3 31
A1 Ag| = F3L+2-(210) 43 _ — 4495,
3 3
(11 +4142- (-1 21
Ay 1 Ay = 50— (11441 +2-(=10)) +3Y _ — 1130,
3 3
(21 +3142- (-1 21
’AZHA3:(50 +3 Jgr (— 0))+3):(3>:1130’

(2144142 (—1 12
|A2mA4|:(50 (21+ J?: ( O)H?’):(g):ma

Ponadto, |A3 N Ay| =0, gdyz 31 4+ 41 + 2 - (—10) > 50. Analogicznie,
|A1ﬁA2ﬂA3| - \AlﬂA2ﬂA4] - |A1ﬂA3ﬂA4| = |A2ﬂA3ﬁA4‘ :O,

oraz |A; N Ay N A3 N Ayl = 0. W efekcie otrzymujemy, ze

| A1 U Ay U A3 U Ay| = (59640 + 37820 + 22100 + 11480)
— (10660 + 4495 + 1130 + 1130 + 165) = 113460.

Ostatecznie, poszukiwana liczba rozwigzan to

129766 — 113460 = 16306.



