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1.4 Kongruencje

Jesli a, b, n € Z, n # 0, to méwimy, ze a przystaje do b modulo n, i piszemy a =, b (lub a = b

(mod n)), jeslin| a— b.
v

Fakt 1.35

Jedlia,b,n € Zin#0, to

a=,b <= amodn = bmodn.
v

(113): ¢,n € Z,n #0 => 0 < cmodn < |n|ic=(cdivn)-n+ cmodn.
(1.15)(1): a,n,q,r €EZ,n#0,0<r < |nl,a=q-n+r = r=amodn.

Dowéd
=: Zatézmy, ze a =, b.
Z definicji istnieje liczba catkowita q taka, ze a — b = g - n, a wiec
a= b+q-n(li3) (bdivn+q) - n+ bmodn.
(1.13) = 0 < bmodn < |n| (1;5);1) bmod n = amod n.
<=: Zatézmy, ze amod n = bmod n.
Wtedy

a—p 2 ((adivn) - n+ (amod n)) — ((bdivn) - n+ (bmodn)) = (adivn — bmod n) - n.

Stad n| a— b, a wiec a =, b. O
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Fakt 1.35

Jedlia,b,n € Zin+#0, to
a=,b <= amodn= bmodn.

v
Niech n € Z i n #0.
(1) Jeslia € Z, to a =, a.
(2) Jeslia,bE Zia=,b, tob=,a.
(3) Jeslia,b,c€Z,a=,bib=,c,toa=,c.

Innym stowy, relacja =, jest relacja réwnowaznosci.

N,

Dowéd

Natychmiast z (1.35). OJ
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Lemat 1.37

Niech n € Z i n #0.
(1) Jeslia,b,c,d €Z, a=, bic=,d, to
atc=,btd i a-c=p,b-d.
(2) Jedlia,b,c €Z,a-c=, b-cigcd(c,n)=1,toa=,b.
(3) Jedlia,b,me Zim#0, to

m-a=p,m-b < a=,b.

4

(1L.7)+(1.8):n | p,g = c| k-p+1/-q
(1.9: m#0 = (n-m|c-m <= n|c).
(1.23): ged(n,c) =1in| k-c = n| k.

\

Dowéd

(1) Mamy
(axc)—(bxd)=(a—b)*E(c—d)

a-c—b-d=(a—b)-c+(c—d)-b.
Teza wynika z (1.7) i (1.8).
(2) Teza wynika z (1.23).
(3) Teza wynika z (1.9). [
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Niech a,b,n € Z, a # 0 # ni d := gcd(a, n).
(1) Jesli d 1 b, to nie istnieje x € Z takie, ze a- x =, b.
(2) Jesli d | b, to istnieje x € Z takie, ze a- x =, b.
Ponadto, jeSli k € Zi k-a=, d, to
{x€Z:a-x=pb} ={x€Z:x=pqc},

gdzie ¢ := (b/d) - k.

Przypomnienie

(12):d | nin|l = d|I

Dowéd
(1): Przypusémy, ze istnieje x € Z takie, ze a- x =, b.
(12) = a-x=4b.

aEdO(lgl)medO.

Stad b=4 a-x =4 0.
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Niech a,b,n € Z, n # 0 i d := gcd(a, n).
(1) Jesli d t b, to nie istnieje x € Z takie, ze a - x =, b.
(2) Jesli d | b, to istnieje x € Z takie, ze a- x =, b.
Ponadto, jesli k € Zi k-a=, d, to
{x€Z:a-x=pb} ={x€Z:x=pqc},
gdzie ¢ := (b/d) - k.

Przypomnienie

(1.20): Istnieja k, | € Z takie, ze gcd(a, n) = k - a+ /- n.

Dowéd (c.d.)
(2): (1.20) = istnieje k € Z takie, ze k - a =, d.
1°: Jedlix €EZix=,/qc toa-x=,b.

x=pac 2 4. x=,d-c=d-(b/d) - k=b-k
Stad
(1.3 )(1) )(1)
a-x=(a/d)-d-x (a/d)-b-k=a-k- (b/d) d-(b/d) = b.
2°:JeélixEZia-xz,,b,tox:,,/dc.
Mamy

d - x=p,k-a-x=p,k-b=d-c.
(1.37)(3) = x=pqc. O
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Niech a,b € Z, n1,...,nc € Z \ {0}.
Jesli

© gcd(nj, nj)) =1dlai#j,

Q a =, b dla kazdego i,

to a=, b, gdzie n:=ny - - ng.

Przypomnienie

(1.25): ged(n;, nj) =1dlai#jorazn; | cdlakazdegoi = ny---ny | c.

Dowéd
Wynika z (1.25). O
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Lemat 1.39

Niech a,b € Z, m, ..., ne € Z\ {0}.
Jesli ged(nj, nj) = 1dla i 7 jia=n bdlakazdego i, to a =, b, gdzie n:= - - .

Twierdzenie 1.40 (Chinskie twierdzenie o resztach)

Niech ny, ..., nx € Ny oraz ged(n;, nj) = 1dlai # j.
Jedli n:=ny - - - ng, to funkcja ® : [0, n — 1] — [0, ny — 1] X - - - X [0, nx — 1] dana wzorem
®(x) := (xmod ny, . .., xmod ny) (x € [0,n—1]),

jest bijekcja.

Przypomnienie

(115)(2): 0 < a < |b| = amodb = a.

Dowéd
Wystarczy pokazaé, ze ® jest réznowartosciowa (gdyz dziedzina i przeciwdziedzina maja tyle samo
elementéw).
Ustalmy x, y € [0, n — 1] i zatézmy, ze ®(x) = ®(y).

(1.39) (1.35)

(1.35) = x =, y dla kazdego i == x =,y == xmodn = ymodn.

OSX,y<n(lgz)xmodnzxiymodn:y.

Ostatecznie
x=xmodn=ymodn=y. [
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