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1. Wstep

Przez caty referat K bedzie ustalonym ciatem, zas przez algebre bedziemy
rozumie¢ skonczenie wymiarowa taczna K-algebre z 1. Jesli C' jest algebra,
to przez mod(C') oznaczamy kategorie wszystkich prawych C-modutéw skon-
czenie wymiarowych nad K. Niech P oznacza dwustronny ideal w mod(C')
ztozony z tych morfizméw ktore faktoryzuja sie przez moduty projektywne.
Wtedy kategorie mod(C')/P oznaczaé bedziemy przez mod(C').

Jesli A i B sg algebrami, to méwimy, ze istnieje stabilna réwnowaznosé
typu Mority, jedli istniejg A-B-bimodul N i B-A-bimodul M takie, ze

(1) N jest projektywnym lewym A-modutem i projektywnym prawym B-
modutem;

(2) M jest projektywnym prawym B-modulem i projektywnym lewym A-
modutem;

(3) N®g M ~ A& P jako A-bimodul, gdzie P jest projektywnym A-
bimodutem;

(4) M ®4 N ~ B ® Q@ jako B-bimodul, gdzie @ jest projektywnym B-

bimodutem;

(5) funktor —®4 N : mod(A) — mod(B) indukuje stabilng réwnowaznosé
mod(A) — mod(B).

Jesli spelnione sa tylko warunki (1)-(4), to méwimy o stabej Morita row-
nowaznosci.

Jesli C' jest algebra, to przez C° oznacza¢ bedziemy algebre dualna, zas
przez C° := C°®k C algebre obejmujaca. Zauwazmy, ze C'-bimoduly mozemy
utozsamia¢ z C°-modutami. Ogodlnie prawe A°®x B-moduly odpowiadajg A-
B-bimodutom.



Jesli A jest algebra samoinjektywna, to funktor Q4 : mod(A) —
mod(A) jest réwnowaznoscia. Ponadto mamy algebre kohomologii Hochszilda
HH(A) =@, ,Ext’.(A, A) wraz z mnozeniem indukowanym przez sktada-
nie rozszerzen.

Lemat. Jezeli C' jest samoinjektywng K-algebrg, to dla kazdego n € N
i dla dowolnych M,N € mod(C) istnieje izomorfizm Exti(M, M) =~
Hom(Q"(M), N) jako K -przestrzeni liniowych.

Zdefiniujmy algebre HH(C') = @;°, Hom.(Q'C*(C), C') wraz z mnoze-
niem * danym wzorem

g* f=g-Qc(f),

jesli f € Hom(Q¢.C,C) i g € Home. ((C), C).
Lemat. K-algebry HH(C) i HH(C) sq izomorficzne.

2. Motywacje i gléwny wynik

Twierdzenie (Richard). Jezeli dwie algebry A i B sq pochodnie réwnowaz-
nie, to HH(A) ~ HH(B).

Odtad zaktadamy, ze wszystkie badane algebry sg samoinjektywne oraz
ich centra sg izomorficzne z K.

Problem. Jesli algebra jest A stabilnie rownowazna z algebra B, algebra C'
stabilnie rownowazna z algebrg D, to czy A @ B jest stabilnie rownowazna
z C @k D? Prostsza wersja, czy A€ jest stabilnie rownowazna z B€?

Oznaczmy przez mod 4(A®) pelng podkategorie w kategorii mod(A€) roz-
pieta przez obiekty A, Qae(A), ..., Q% (A), ....

Stwierdzenie. Jesli algebry A © B sq samoinjektywne i stabo Morita row-
nowazne, to istnieje rownowainosé¢ F : mod,(A¢) — modg(B¢) taka, Ze
F(A) ~ B, F((V(A)) ~ Q%.(B) w mod(B°).

Dowadd. Dla dowodu trzeba rozwazy¢ funktor indukowany przez M @4 — ® 4
N : mod(A¢) — mod(B°) i wykorzysta¢ fakt, ze bimoduly A, Q4cA, ..., sa
projektywne jako prawe i lewe A-moduty. O

Stad mamy twierdzenie.

Twierdzenie. Niech A, B bedg dwoma samoinjektywnymi K -algebrami, kto-
rych centra sq izomorficzne z K. Jezeli A i B sq stabo Morita réwnowazne,

to HH(A) ~ HH(B).



Niech A i B beda samoinjektywnymi K-algebrami, ktore sa stabo Morita
rownowazne poprzez bimoduty g M, i 4 Np. Czy jest naturalna maksymalna
podkategoria w mod(A°), na ktérej potrafimy skonstruowaé stabilng réwno-
waznos¢ z jej odpowiednikiem w mod(B¢)?

A-B-bimodut X nazywamy podwdjnie projektywnym, o ile moduty
4X 1 Xp sa projektywne. Przez dpmod(A° ® ¢ B) oznaczaé bedziemy kate-
goria podwdjnie projektywnych A-B-bimoduléw, zas przez dpmod(A° @k B)
stabilng kategorie podwdjnie projektywnych A-B-bimodutéw. Wtedy mamy
réwnowazno$¢ dpmod(A°) — dpmod(B°).

Stwierdzenie. Jesli A jest algebrg samoinjektywng i C sktadowq w T 4e, to
nastepujgee warunki sqg rownowazne:

(1) istnieje wierzcholek podwdjnie projektywny w C*;

(2) C sklada sie tylko z wierzcholkéw podwdjnie projektywnych.

3. Uwagi

Twierdzenie (Richard). Jesli A i B sq samoinjektywnymi K-algebrami
skonczenie wymiarowymi, ktore sqg pochodnie réwnowazne, to A i B sq sta-
bilnie rownowazne typu Morita.

Przyktad. Jesli A jest algebra samoinjektywna skoniczonego typu reprezen-
tacyjnego typud,, i B jest algebrg samoinjektywna stabilnie réwnowazng z
A, to algebry A i B sg stabilnie rownowazne typu Morita.



