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Niech K bedzie cialem algebraicznie domknigetym. Przez algebre rozu-
mie¢ bedziemy skonczenie wymiarows i bazowa K-algebre. Dla ustalonej al-
gebry A Mod A oznacza kategorie prawych A-modutéw, zas mod A podkatego-
rie modutéw skonczenie generowanych. Przez ind A oznaczymy podkategorie
skonczenie generowanych modutéw nierozktadalnych, natomiast przez proj A
podkategorie skonczenie generowanych nierozkitadalnych modutéw projek-
tywnych.

Z algebra A skonczonego typu reprezentacyjnego mozemy stowarzyszy¢
algebre Auslandera £ = E) := Enda (€D ycipqa X)- Algebra E jest bazowa.
Kotczan Gabriela Qg algebry E jest kotczanem Auslander—Reiten algebry A.
Algebre A mozna odtworzy¢ z F w nastepujacy sposob. Dla dowolnej algebry
E niech Ap := End(@D peproj £.pa, raa p<r ) Wedy A >~ Ap oile B := Ej.

Algebre A nazywamy standardowa, gdy ind A ~ k(T'y), gdzie k(I"y) ozna-
cza kategorie sieciowg kotczanu I'y. Chcemy pokazaé, ze dla kazdej algebry
skoficzonego typu A reprezentacyjnego istnieje standardowa algebra A taka,
ze Iy ~ ;i A jest degeneracja algebry A.

1 Lokalnie skonczone kategorie

K-kategorie A nazwiemy lokalnie skoniczenie wymiarowa, gdy dla kazdego z
w A pierscien A(z,x) jest lokalny, jesli x ~ y, to x = y oraz dla wszyst-
kich z i y mamy dimg A(x,y) < co. Gdy dodatkowo spelnione sg warunki
>, dimg A(z,y) <ooi )’ dimg A(y,r) < oo dla kazdego z, to kategorig A
nazywamy lokalnie ograniczona. Przez Mod A rozumiemy kategorie funkto-
row z A°P do kategorii przestrzeni liniowych. Podobnie jak powyzej mozemy
zdefiniowa¢ kategorie mod A, ind A i proj A. Skoriczone lokalnie ograniczone
kategorie odpowiadaja algebrom z ustalonym wyborem idempotentéw pry-
mitywnych.



Lokalnie ograniczona kategoria A jest lokalnie skonczonego typu repre-
zentacyjnego, jesli dla kazdego x istnieje skonczenie wiele, z doktadnoscia do
izomorfizmu, M € ind A dla ktérych M (z) # 0.

Kategorie A mozemy wtozy¢ w kategorie mod A przy pomocy wlozenia
Yonedy, © +— A(—,z). Wtedy A ~ projA. Gdy kategoria A jest lokalnie
ograniczona, to takze kategoria inj A := { DA(z, —)} jest izomorficzna z A.

Zatézmy, ze kategoria A jest lokalnie ograniczona. Gdy A jest skonczo-
na, to A jest lokalnie reprezentacyjnie skonczona wtedy i tylko wtedy, gdy
jest reprezentacyjnie skonczona. Kategoria A jest lokalnie reprezentacyjnie
skonczona wtedy i tylko wtedy, gdy kate%pria ind A jest lokalnie ograniczona.
Wiemy, ze A ~ KQu/I, gdzie I C KQAQ) i dla kazdego x istnieje n, takie,
ze I(x,—) D KQX“”)(Q:,—) oraz I(—,z) D KQE\"“”)(—,:U). Kategoria mod A
ma ciggi Auslandera—Reiten. Jesli kategoria A jest lokalnie reprezentacyjnie
skonczona, to A i ind A sg wolne od kwadratéow, to znaczy ich kotczany nie
zawieraja kotczanu, ktory jest podwojna strzatka.

Kategorie ¥ nazwiemy kategoria Auslandera, gdy istnieje lokalnie repre-
zentacyjnie skonczenie kategoria A taka, ze > ~ ind A.

Twierdzenie (Auslander). Niech ¥ bedzie lokalnie skonczenie wymiarowe
K-kategorig. Wtedy > jest kategorig Auslandera wtedy 1 tylko wtedy, gdy
spelnione sq¢ nastepujgce warunk:

(a) X jest lokalnie ograniczona.
(b) gldim < 2.

(¢) dla kazdego P € proj ¥ istnieje cigg dokladny 0 — P — Iy — Iy taki,
ze moduty Iy i Iy sq projektywno-injektywne v skonczenie generowane.

2 Kotczany z translacja

Kolczanem z translacja nazwiemy kazda pare I' = (T, 7), gdzie I' = ("o, ')
jest lokalnie skonczonym kotczanem bez petli i podwéjnych strzatek, zas
7: 1) C Ty — T jest funkcja roznowartosciows taka, ze dla kazdego x € I,
zbiér bezposrednich poprzednikéw wierzchotka x pokrywa sie ze zbiorem bez-
posrednich nastepnikéow wierzchotka 7x. Dla kazdej strzatki g : 2 —  mamy
wtedy strzatke o(f5) : 7o — 2.

Przejsciem w kotczanie I' nazwiemy dowolng niezorientowana droge w
kotczanie T, ktory powstaje z kotczanu I' przez dotaczenie strzatek 7, : 7o —
x. Przez W oznaczymy zbiér wszystkich przejsé¢ w I

Relacja homotopii nazwiemy relacje réwnowaznosci ~ w zbiorze W, ge-
nerowang przez warunki o la ~ e, ~ 87! dla kazdej strzatki o o poczatku



w x i kazdej strzatki § o koncu w x, gdzie e, oznacza droge trywialng w x.
Ponadto ao(«) ~ 7, dla kazdej strzalki o konicu w z oraz relacja ~ musi by¢
kongruencja.

Jesli I jest kotczanem i x jego wierzchotkiem, to przez II(T, x) oznaczamy
grupa podstawowa kotczanu I' w punkcie z, a wigc zbior klas homotopii
drég zaczynajacych sie i konczacych w punkcie z. Dzialanie w grupie II(T", x)
indukowane jest przez sktadanie drog.

Dla kotczanu I' konstruujemy jego nakrycie uniwersalne I, ktérego zbio-
rem wierzchotkow sa klasy homotopii drog startujacych w punkcie z. Strzal-
ki i translacja pochodza od strzalek i translacji w kotczanie I'. Definiujemy
7 : T — T, ktére klasie abstrakeji drogi przyporzadkowuje jej koniec. Jest
to morfizm kolczanéw z translacja, natomiast grupa II(T',z) dziata na I z
prawej strony.

Morfizm kotczanéw z translacjg f : A — I' nazywamy nakryciem, gdy dla
kazdego punktu z € Ay morfizm f implikuje bijekcje zbioru bezposrednich
nastepnikéw (odpowiednio poprzednikéw) punktu p i zbioru bezposrednich
nastepnikéw (odpowiednio poprzednikéw) punktu f(p). Ponadto przeciwo-
brazy wierzchotk6w nieinjektywnych (odpowiednio nieprojektywnych) musza
by¢ nieinjektywne (odpowiednio nieprojektywne). Nakrycia I' odpowiadaja
II(T', z)-zbiorom. Nakryciu f przyporzadkowujemy zbiér f~*(z).

Kolezan I jest jednospdjny, jesli jest spojny i II(I', ) = {1} dla pewnego
x € T'y. Kotczan T' = (I', 7) nazywamy kolczanem Riedtmann wtedy i tylko
wtedy, gdy kategoria sieciowa k(I") jest kategorig Auslandera.

Twierdzenie. Jezeli I' jest kolczanem z translacjq, to nastepujgce warunki
sq rownowazne.

(1) T jest kolczanem Auslandera—Reiten pewnej algebry.
(2) T jest kolczanem Riedtmann.
(3) T jest kolczanem Riedtmanmn.

Dowdd opiera si¢ na konstrukcji funktoréw nakry¢ F' : (T) — indA i
G : k(T") — k(T), ktére zachowuja warunki z twierdzenia Auslandera. Trudna
czescig jest konstrukcja funktora F.

Twierdzenie. Gdy A jest lokalnie skonczonego typu reprezentacyjnego, to
grupa podstawowa II(T'x, z) jest wolna.

Twierdzenie. Gdy A jest lokalnie skonczonego typu reprezentacyjnego, to
k(L)) jest izomorficzna z Gr(ind A).



