Algebry skonczonego typu i formy kwadratowe

na podstawie referatu Justyny Kosakowskiej

26 kwietnia oraz 10 i 17 maja 2001

Referat zostatl opracowany w oparciu o prace Klausa Bongartza ,Crite-
rion for finite representation type” i ,,Algebras and representation theory”
oraz prace Dietera Happela ,,The converse of Drozd’s theorem on quadratic
forms podstawie pracy” . Celami referatu jest pokazanie zwiazku S-warunku
z istnieniem preprojektywnej sktadowej oraz przedstawienie charakteryzacji
algebr skonczonego typu posiadajacych preprojektywna sktadows.

Przez A oznacza¢ bedziemy spdjng skonczenie wymiarowa bazowa k-
algebre, gdzie k jest cialem algebraicznie domknietym. Mamy przedstawie-
nie A ~ kQ/I dla pewnego kolczanu ograniczonego (@, I). Kategorie mod A
prawych skonczenie wymiarowych A-modutéw mozemy w tej sytuacji utozsa-
miaé z kategoria rep(Q), I) reprezentacji kotczanu (Q, I). Algebre A bedziemy
nazywac trojkatna, jesli w kotczanie () nie ma zorientowanych cykli. Algebre
A nazywamy schurowska, jesli dla dowolnych wierzchotkéw z, y kotczanu @
mamy dimg(e,Ae,) < 1. Odtad bedziemy zakladaé, ze rozwazane algebry sa
trojkatne. W tej sytuacji w zbiorze wierzchotkow Qg kotczanu () mozemy w
tej sytuacji wprowadzi¢ porzadek piszac z < y, jedli istnieje w ) droga o
poczatku x i koncu y.

Algebre A mozemy traktowac jako skonczong k-kategorie, ktorej obiekta-
mi sg wierzchotki kolczanu @), natomiast przestrzenie morfizmoéw sa postaci
A(z,y) = e, Ae,. Dla ustalonego wierzchotka x kotczanu @) przez A(x) ozna-
czaé bedziemy pelng podkategorie kategorii A, ktorej obiektami sa wszystkie
wierzchotki y € Qo o wlasnodei y £ 2. Wtedy A(z) = Enda(B, 4, P(v))-
Zauwazmy, ze kategoria A(x) nie musi by¢ spojna. Wiadomo, ze rad P(z) ~
D", Ri(x) dla pewnego m > 0 oraz nierozkladalnych A(z)-modutéw R;(x),
i =1,...,m. Dla kazdego ¢« = 1,...,m niech B;(x) bedzie spojna sktadowa
kategorii A(x) zawierajaca nosnik modutu R;(z). Powiemy, ze wierzcholek x
jest separujacy, jesli dla dowolnych i # j kategorie B;(x) i B;(z) sa roztaczne.

Lemat 1. Zalézmy, Ze algebra A jest schurowska i wszystkie wierzchotki
kotczanu Q) sq separujgce. Jesli x jest wierzchotkiem kotczanu @, ktory nie
jest ugsciem, to mamy nastepujgce wltasnosci.

1



(a) Jesli U — P(y), y < z, jest nieprzywiedinym odwzorowaniem w mod A
dla pewnego By(x)-modutu U, to y = x oraz U ~ Ry(x).

(b) Niech € bedzie preprojektywng sktadowg w I'(mod By(z)) oraz niech
U € € bedzie takim Bi(x)-modulem, Ze Ri(x) nie jest jego wlasciwym
poprzednikiem w €. Wtedy:

(i) Kazdy poprzednik U w I'(mod A) nalezy do €.
(ii) Jesli U # Ry(z), to 7y 'U ~ T;ll(x)U.

Dowdd. (a) Jesli y = x, to teza jest oczywista, gdyz wierzchotek z jest se-
parujacy. Zatézmy zatem, ze x # y. Wtedy istnieje droga y = yog — y1 —
o=y, =2 w () dlan > 1. Poniewaz U jest sktadnikiem prostym modutu
rad P(y) oraz U jest Bj(x)-modutem, wiec mamy strzatke postaci y — v/,
Yy € By(z), oraz Uy # 0. Podobnie mamy strzatke x — 2/, 2’ € Bi(x).
Ustalmy 4 takie, ze U ~ R;(y). Z warunku separowania i spdjnosci kategorii
By (z) wynika, ze v/, y1 € B;(y). Ponadto wtedy Uy, # 0, co jest niemozliwe.

(b) Dowdd bedzie indukeyjny, ze wzgledu na liczbe a(U) poprzednikéw
Uw €. Jesli a(U) = 1, to U = P(z) jest prostym projektywnym Bi(x)-
modutem, a wiec tez prostym projektywnym A-modutem i punkt (i) jest
oczywisty. Jesli dodatkowo U % R;(x), to dla kazdego odwzorowania nie-
przywiedlnego postaci U — Y modut Y jest projektywnym A-modutem.
Pokazemy, ze w tej sytuacji moduly Y jest Bj(x)-modutem, skad wyniknie
teza punktu (ii). Istotnie, jesli Y = P(y), to z punktu (a) wynika, ze y £ x,
wiec y € A(x). Ponadto istnienie odwzorowania U — P(y) implikuje istnienie
strzalki z — y, zatem y € By(x).

Zatézmy teraz, ze a(U) > 1. Pokazemy, ze dla kazdego odwzorowanie
nieprzywiedlnego X — U modul X jest Bj(x)-modutem. Jezeli U jest pro-
jektywnym Bj(x)-modutem, to teza jest oczywista, bo wtedy U jest tez
projektywnym A-modutem i X jest sktadnikiem prostym modutu rad U,
ktéry jest Bj(x)-modulem. Zatézmy zatem, ze U nie jest projektywnym
Bj(z)-modutem. Stosujac zalozenie indukcyjne dla 75, U otrzymujemy, ze
U ~ Tgll(x)TBl(m)U ~ 7 U, gdyz T, @)U # Ri(z). Zatem ciag 0 —
T, )U — * = U — 0, ktory jest ciggiem Auslandera—Reiten w mod B;(x)
jest tez ciagiem Auslandera—Reiten w mod A, wiec istotnie X jest Bj(z)-
modutem. Na mocy zalozenie indukcyjnego mamy punkt (i).

Zatézmy teraz, ze U # Ry(z). Pokazemy, ze jesli U — Y jest nie-
przywiedlnym odwzorowaniem w mod A, to Y jest Bj(x)-modutem. Gdy
Y nie jest projektywny, to na mocy poprzedniej czesci dowodu otrzymu-
jemy, ze TAY jest Bj(x)-modutem, skad na mocy zalozenie indukcyjnego
mamy, ze Y ~ 7, 'Y ~ Tgll(x)TAY, a wiec jest Bj(z)-modutem. Gdy nato-



miast Y jest projektywny, to na mocy punktu (a) ¥ musi B;(z)-modutem.
7 powyzszej whasnosci otrzymujemy, ze 7, 'U jest Bj(z)-modutem, a wiec
U =T5mU- O

Twierdzenie 2. Jesli algebra A jest schurowska i wszystkie wierzcholki kot-
czanu Q) sq separujgce, to I'(mod A) posiada preprojektywnag sktadowq.

Dowdd. Dowdd jest indukcyjny ze wzgledu na dim A. Zatézmy najpierw, ze
istnieje taki wierzcholek x kotczanu @, ze dla pewnego ¢ modut R;(x) nie
nalezy do preprojektywnej sktadowej &2’ kotczanu I'(mod B;(x)). Wtedy &2’
jest sktadowsg preprojektywna kotczanu I'(mod A) na mocy lematu 1 (b) (i).

Zatozmy teraz, ze dla dowolnego wierzchotka z i dla dowolnego ¢ modut
R;(x) nalezy do preprojektywnej sktadowej w I'(mod B;(x)). Konstruujemy
indukeyjnie pelne podkotczany &2, kotczanu I'(mod A) spetniajace nastepu-
jace warunki:

(i) dla kazdego n kotczan &2, jest skoriczony, spéjny, nie zawiera zoriento-

wanych cykli oraz jest zamkniety ze wzgledu na branie poprzednikéw
w ['(mod A);

(i) 712, U Py C Py

Wtedy (U 2, &, jest szukana sktadowa preprojektywna.

Z definicji przyjmujemy, ze &, sktada sie z prostego A-modutu projek-
tywnego S. Przypuéémy, ze n > 0 i kotczan &, majacy powyzsze wlasno-
Sci zostal zdefiniowany. Niech My, ..., M; beda wszystkimi A-modutami
w P, takimi, ze 77!M; nie nalezy do Z,. Zalézmy dodatkowo, ze jedli
M; jest poprzednikiem M; to @ < j. Skonstruujemy peine podkotczany
P, i = 1,...,t, kotczanu I'(mod A) speiajace warunek (i) oraz takie, ze
Do = P i D;U{T7 M1} C Ziyr. Wtedy wystarczy przyja¢ P = %;.

Zat6zmy, ze zdefiniowaliémy juz kotczan %;, i € {0, ..., t—1}. Rozwazmy
ciag Auslandera—Reiten 0 — M;y; — X — 7~ M, ; — 0. Definiujemy %,
jako petny podkolczan kotczanu I'(mod A) zawierajacy Z; oraz wszystkie po-
przedniki w I'(mod A) oraz wszystkie poprzedniki 7~ M. Z definicji widaé,
ze kotczan %1 jest zamkniety na poprzedniki.

Aby pokaza¢, ze kolczan Z;,1 jest skonczony i nie zawiera zorientowa-
nych cykli wystarczy pokazac, ze kazdy nierozkitadalny sktadnik prosty Y
modutu X ma skonczenie wiele poprzednikéw oraz zaden z nich nie lezy na
zorientowanym cyklu. Jesli Y nie jest projektywny, to 7Y nalezy do &,
gdyz jest poprzednikiem M, € &,. Stad Y musi naleze¢ do %;, co konczy
dow6éd w tym przypadku. Istotnie, jesli bowiem Y ¢ &2, to 7Y = M; dla
J <. Zalézmy teraz, ze Y jest projektywny. Wtedy Y = P(z) dla pewnego



wierzchotka z kotczanu ). Poniewaz moduly R;(x) naleza do preprojektyw-
nych sktadowych kotczanéw I'(mod B;(z)) oraz kazdy wtasciwy poprzednik
modutu Y jest poprzednikiem jednego z modutéw R;(z), te zas na mocy Le-
matu (1) (b) (i) naleza do sktadowych preprojektywnych, wiec musi ich by¢
skonczenie wiele. Z tego samego powody wynika, ze zaden z poprzednikow Y
nie lezy na zorientowanym cyklu. O

bLatwo wskazaé przyklady algebr schurowskich (nawet skoniczonego typu
reprezentacyjnego), ktore nie spetniaja S-warunku i posiadaja preprojektyw-
ng sktadowsq.

Twierdzenie 3. Niech A bedzie algebrg. Przypusémy, ze kotczan Auslan-
dera—Reiten I'(mod A) zawiera preprojektywng skiadowq. Wtedy nastepujace
warunki sq rownowazne.

(a) Algebra A jest skonczonego typu reprezentacyjnego.

(b) Przyporzgdkowanie M — dim M indukuje bijekcje pomiedzy klasami
izomorfizmow nierozktadalnych A-modutow i zbiorem dodatnich pier-
wiastkow formy Titsa.

(c) Forma Titsa algebry A jest stabo dodatnia.

Warto podkresli¢, ze implikacja (a) = (c) jest prawdziwa bez zalozenie
istnienia preprojektywnej sktadowe;j.

Dowdd. Przed przystapieniem do dowodu przypomnijmy, ze moduty prepro-
jektywne sg kierujace, a wiec w szczegdlnosci sg one pierwiastkami formy
Eulera. Ponadto, poniewaz nosniki moduléw preprojektywnych sa wypukte
w A oraz algebra no$nikowa modutu preprojektywnego jest odwrécona, wiec
sg tez one pierwiastkami formy Titsa.

Udowodnimy najpierw implikacje (a) = (b). Jesli algebra A jest skonczo-
nego typu reprezentacyjnego, to I'(mod A) jest réwna swej sktadowej prepro-
jektywnej. Stad odwzorowanie [M] +— dim M prowadzi do zbioru pierwiast-
kéw dodatnich formy Titsa. Ponadto jest ono injekcja, gdyz nieizomorficz-
ne nierozktadalne moduty preprojektywne maja rézne wektory wymiaru. Z
drugiej strony niech d bedzie dodatnim pierwiastkiem formy Titsa. Ponie-
waz algebra A jest skonczonego typu reprezentacyjnego, wiec w rozmaitosci
mody (d) istnieje orbita &(M) o wlasnosci dim (M) = dimmod,(d). Ma-
my ciag nieréwnosci dim GL(d) — 1 = dim GL(d) — ga(d) < dimmod,(d) =
dim 0(M) = dim GL(d) — dimg Enda (M) < dim GL(d) — 1. Stad otrzymu-
jemy, ze dimg Enda (M) = 1, wiec M jest modutem nierozktadalnym.



Dla dowodu implikacji (b) = (¢) zauwazmy, ze w rozwazanej sytuacji dla
kazdego wektora wymiaru d istnieje skonczenie wiele klas izomorfizméow A-
modutéw o wektorze wymiaru d. W zwiazku z tym w rozmaito$¢ mod,(d)
jest suma skonczonej ilosci orbita, skad dim moda (d) < dim GL(d). Poniewaz
ga(d) > dim GL(d) — dimmod, (d), wiec koniczy to dowdd.

Aby udowodni¢ implikacje (¢) = (a) zauwazmy, ze jesli forma Titsa gu
jest stabo dodatnia, to na mocy wyniku Drozda posiada ona tylko skonczenie
wiele dodatnich pierwiastkow. Stad sktadowa preprojektywna jest skonczo-
na, gdyz wektory wymiarow nierozktadalnych modutéw preprojektywnych
sg sg parami roznymi dodatnimi pierwiastkami formy Titsa. Na mocy wyni-
ku Auslandera musi by¢ to jedyna sktadowa kotczanu I'(mod A), co konczy
dowod. O

Twierdzenie 4. Niech q : " — Z bedzie formq kwadratowq postaci

q(x) = Z xF + Z a; ;T
i=1

i<j
Jesli forma q posiada skonczenie wiele pierwiastkow, to jest stabo dodatnia.

Dowdd. Przypusémy, ze forma ¢ nie jest stabo dodatnia. Wtedy oczywiscie
n > 1. Wybierzmy x € N taki, ze ¢(x) < 0, ktory jest minimalnym wektorem
o tej wlasnosci. Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze wektor x jest wierny.
Niech y bedzie maksymalnym dodatnim pierwiastkiem formy ¢q. Oznaczymy
przez ey, ..., e, wektory jednostkowe oraz niech (d;,ds) = %(q(dl +dy) —
q(d1) — q(dy)). Poniewaz wektor y jest maksymalnym pierwiastkiem formy
q, wiec (e;,y) > 0, gdyz inaczej y — 2(e;, y)e; bytby dodatnim pierwiastkiem
formy ¢ wiekszym od y. Ponadto istnieje ¢ takie, ze (e;,y) > 0, poniewaz
1= (y,y) = X2 vile;y). Wtedy (x,y) = > ;wi(ei,y) > 0, gdyz x jest
wiernym dodatnim wektorem. Z nieréwnosci 0 < (x,y) = >, vi(x, €;) wynika
istnienie ¢ takiego, ze (x,€;) > 0. Wtedy x — e; jest dodatnim wektorem
mniejszym od x o whasnosci g(x — e;) < 0, co prowadzi do sprzecznosdci. [



