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Bedziemy rozwazaé algebry ustalonego wymiaru d nad cialami algebraicz-
nie domknietymi. Przez RN oznacza¢ bedziemy klase algebr reprezentacyjnie
nieskonczonych, przez NRS klase algebr, ktore nie sa reprezentacyjnie skie-
rowane, za$ przez NGL klase algebr nieskonczonego globalnego wymiaru. Al-
gebre (K, R) bedziemy czesto utozsamiaé z uktadem statych strukturalnych
(yik) € K. Wiadomo, ze wyzej wymienione klasy algebr sa skonczenie
aksjomatyzowalne. Z powyzszej obserwacji oraz z twierdzenia Tarskiego o
eliminacji kwantyfikatorow dla ciat algebraicznie domknietych wynika naste-
pujacy fakt.

Twierdzenie. Jesli € jest jedng z klas RN, NRS lub NGL, to istniejg wie-
lomiany F;;, G; € L[ X1 | 1 < s,t,u < d] takie, Ze algebra (K, R) naley
do € wtedy i tylko wtedy, gdy dla uktadu statych strukturalnych ~ algebry
(K, R) istnieje indeks i taki, ze F; ;(v) = 0 dla wszystkich j oraz G;(y) # 0.

Pojawia sie problem, czy z warunku w powyzszym twierdzenia mozna
pozby¢ sie warunku G;(7y) # 0. Warunki tej postaci nazywa sie bezkwanty-
fikatorowymi formutami pozytywnymi. Wiadomo, ze odpowiedz jest pozy-
tywna w przypadku, gdy € = NRS i ¥ = NGL. Pozytywna odpowiedz w
przypadku ¥ = RN bylaby wzmocnieniem twierdzenia Gabriela.

Twierdzenie (van den Driesa). Niech p(z1, ..., x,) bedzie formulg ze zmien-
nymi x1, ..., x,. Wtedy istnieje pozytywna formuta bezkwantyfikatorowa 1,
ktora jest rownowazna ¢ dla kazdego ciata algebraicznie domknietego, wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnych cial algebraicznie domknietych K 1 L,
dla dowolnego homomorfizmu ¢ : V. — L, gdzie V C K jest pierscieniem
waluacyjnym, oraz dla dowolnych ay, ..., a, € V mamy

olar,...,an) = o(f(ar),..., f(a)).



Niech K bedzie ciatem. Powiemy, ze podpierscien V' C K jest pierécieniem
waluacyjnym, jesliz € V lub 27! € V dla kazdego x € K, z # 0. Na przyktad
Zpy jest pierscieniem waluacyjnym w Q.

Niech G bedzie liniowo uporzadkowang grupa abelowa, tzn. jesli a < j3,
to a+7v < 4. Odwzorowanie v : K — GU{oo} nazywamy waluacja ciala
K, jesli v(zy) = v(x)+v(y), v(z+y) > min(v(x),v(y)) oraz v(z) = oo wtedy
i tylko wtedy, gdy « = 0. Jedli v : K — G U {oo} jest waluacja ciata K, to
V, ={x € K | v(z) > 0} jest podpierscieniem ciata K. Latwo pokazaé, ze V,
jest pierscieniem waluacyjnym. Mamy nastepujaca charakteryzacje pierscieni
waluacyjnych.

Twierdzenie. Niech V' bedzie podpierscieniem ciata K. Wtedy V' jest pier-
scieniem waluacyjnym wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje waluacja v : K —
G U {0} taka, ze V, =V,

Dowdd. Jesli V jest pierécieniem waluacyjnym, to definiuje si¢ grupe G wzo-
rem G := K*/V* w ktorej porzadek zadany jest warunkiem zV* < yV*
wtedy i tylko wtedy, gdy £ € V. ]

Niech V' =V, bedzie pierécieniem waluacyjnym odpowiadajacym walu-
acji v : V. — K. Wtedy m := {x € V | v(z) > 0} jest jedynym ideatem
maksymalnym w V. Ponadto kazdy skonczenie generowany idealt w V' jest
gtowny. Istotnie, jesli ideal I jest generowany przez elementy aq, ..., a,, to
mozemy zalozy¢, ze v(ay) = min(v(ay),...,v(a,)). Wtedy I = (a1), gdyz
aa—i € V. Mozna tez pokazaé, ze kazdy skonczenie generowany beztorsyjny
V-modut jest wolny i ptaski.

Wiadomo, ze V' jest catkowicie domkniety w K. Niech bowiem a,,_1, ...,
ap €Via"+a,_ 12" 1 +---4ay=0dlapewnegoxr € K. JeSlia ' €V, toz
definicji pierécienia waluacyjnego x € V. Zatézmy zatem, ze v~ € V. Mnozac
powyzsze réwnanie przez " otrzymujemy, ze ¥ = —ap_1 —Ap_or 1 —- - —
apr "t e V.

Jesli ciato K jest algebraicznie domkniete, to Im v C G jest grupa podziel-
na. Jesli bowiem v(x) € Imw i n jest liczba naturalna, to dla y € K takiego,
ze y" = z, mamy nv(y) = v(x). Ponadto ciatlo R := V/m reszt pierscienia V'
jest algebraicznie domkniete. Niech bowiem F' € R[X] bedzie wielomianem
stopnia dodatniego. Wtedy F = X" + b, X" L+ .- + by, gdzie b; = a; +m.
Wielomian G := X" +a,_; X" '+ - +ag ma pierwiastek w K, ktéry dzieki
catkowitej domknietosci pierscienia V' w K nalezy do V. Stad warstwa tego
pierwiastka jest pierwiastkiem wielomianu F'. Na koniec dodajmy, ze dowolna
lokalizacja pierscienia waluacyjnego jest pierscieniem waluacyjnym.

Niech v : K — G U {oo} bedzie waluacja i V := V,. Jedli Imv ~ Z,
to pierscien V jest nazywany pierécieniem waluacji dyskretnej. Pierscien V'



nazywamy zupelnym, jesli dla dowolnego ciagu (z,) elementéw V' takiego,
ze v(Tpy1 — Tn) > v(x, — T,_1), istnieje element xy € V taki, ze v(xy —
Tn) = v(Tpy1 — x,). Przykladem zupelnego pierscienia waluacji dyskretnej
jest pierscien szeregéw formalnych K|[[t]] wraz z waluacja, ktéra szeregowi
Y2 ait; przypisuje min{i | a; # 0}.

Twierdzenie. Jesli V' jest pierscieniem waluacgi dyskretnej wyznaczonym
przez v @ K — Z U {o0}, to istniejg rozszerzenie K ciala K i waluacja
0: K — ZU{oo} takie, ze 0| = v oraz V :=V; jest zupelny.

Przypuéémy, ze A = V% jest V-modutem wolnym rangi d posiadajacym
strukture V-algebry. Z modutem A stowarzyszamy d-wymiarowa R-algebre
A/mA~ ARy R.

Twierdzenie. Jesli V' jest zupelnym pierscieniem waluacyi dyskretnej i € €
A/mA jest idempotentem, to istnieje idempotent e € A taki, ze e + mA = ¢.

Dowéd. Wiadomo, ze istnieje e; € A taki, ze e; +mA = e. Jesli my := e —ey,
tom; € mA. Niech ey := e;+m;—2eym;. Wtedy es+mA =ciei—ey € m?A.
Kontynuujac te procedure i wykorzystujac zupetnos¢ pierécienia V' mozna
skonstruowac szukany idempotent e. O]

Niech (K, v) bedzie cialem K wraz z waluacja v. Cialo L z waluacja w
nazwiemy bezposrednim rozszerzeniem ciata z waluacja (K, v), jesli K C L,
wlg = v, Imv = Imw i ciala reszt sa takie same. Cialo K z waluacja v
nazywamy maksymalnie zupelnym, jesli nie ma wtasciwych bezposrednich
rozszerzen.

Twierdzenie (Kaplansky). Cialo K z waluacjg v jest maksymalnie zupeine,
jesli dla kazdego odcinka A liczb porzgdkowych bez elementu ostatniego i dla
kazdego ciggu (z)yea C K spelniajgcego warunek v(z, — x5) > v(xg — T4)
dla a > B > =, istnieje element x € K taki, Ze v(x — x4) = V(Tat1 — Ta),
a e A.

Twierdzenie (Kaplanslfy). Dla kazdego ciata K z waluacjg v istnieje bez-
posrednie rozszerzenie (K, v), ktore jest maksymalnie zupetne.

Twierdzenie. Jesli V' jest maksymalnie zupelnym pierscieniem waluacji @
e € A/mA jest idempotentem, to istnieje idempotent e € A taki, Ze e+mA =
E.

Niech ¢ bedzie formutg bezkwantyfikatorowa opisujaca klase NRS. Chce-
my pokazaé, ze dla dowolnego homomorfizmu f : K DV — L, gdzie K i
L sa algebraicznie domknietymi cialami, zas V' pierécieniem waluacyjnym,



mamy ¢(a) = ¢(f(a)) = 0. Okazuje sie, ze zastepujac V przez V' =
(Vker Fr, (Ker f)Vier £), mozna zaltozyé, ze L = Ri f : V — R jest rzutowa-
niem. Ponadto mozemy przyjac, ze ciato z waluacja (K, v) jest maksymalnie
zupetne. Dla V-algebry A = V¢ przez A®) oznaczaé¢ bedziemy K-algebre
A ®y K. Okazuje sie, ze musimy udowodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Niech (K,v) bedzie maksymalnie zupelnym ciatem z waluacjq,
V =V, i A=V bedzie V-algebrg. Jesli algebra A/mA jest reprezentacyjnie
skierowana, to algebra AY) jest reprezentacyjnie skierowana.

Funktor — ®y K : modV — mod K jest doktadny, podczas gdy funktor
—®y R :modV — mod R jest prawo doktadny i przeprowadza ciagi doktadne
0—>X =Y — Z — 0, gdzie Z jest beztorsyjny, w ciagi doktadne. Ponadto
X ®y R~ X/mX.

Dla przykladu zauwazmy, ze jesli A := [ V], to A/mA = [H E]i AK) =
[ K K]. Podobnie, gdy A :=VQ/I, gdzie
[ ]
N
Q= « °
/5
[ ]
il =(ma—py)dlam € m,to A/mA = RQ/(37),za$ AK) = K(e—>e—e).

Ustalmy teraz v, w € V takie, ze vw € m. Jesli A := [(V) ©) } to A~VQ/I,

gdzie Q@ = ¢ e il = (aff—wvey, fa—vwesy). Stad A/mA = RQ/(af, Ba),
5
zas AK) = [K K. Zal6zmy na koniec, ze p jest nieparzysta liczba pierwsza i
Vi=Zyp CQ=K.Jedli A := V[X]/(X2 X —p), to A/mA = R[X]/(X*—
X) ~ R >< R, gdzie R := Z/pZ. 7 drugiej strony A%) jest cialem. Zauwazmy,
ze w uzupeltnieniu V istnieje /1 +4p =1+ 2p + ZZO:Q(—l)"AWp"
Poniewaz A jest skoniczenie generowanym wolnym V-modutem, wiec A =
elA @ - & e, A, gdzie moduly €;A, i = 1,...,n, sa nierozktadalne. Mo-
zemy zatozy¢, ze moduty £, A, ..., ¢,A stanowig pelny uktad reprezen-
tantéw klas izomorfizméw moduléow 14, ..., g, A. Wtedy A/mA = (g1 +
mA)(A/mA) @ - @ (e, + mA)(A/mA) oraz z maksymalnej zupetnosci pier-
Scienia V' wynika, ze moduly (g; + mA)(A/mA), i = 1,...,n, sa nierozkta-
dalne. Ponadto moduty (e; + mA)(A/mA), ..., (e, + mA)(A/mA) stanowia
pelny uklad reprezentantow klas izomorfizméw modutéow (e; + mA)(A/mA),
.o, (en + mA)(A/mA). Niech ¢ = &1 + -+ + ¢, oraz B = ¢Ae. Wtedy
B/mB ~ (¢ + mA)(A/mA)(c + mA) i jest to algebra bazowa Morita réwno-
wazna z A/mA. Zatem istnieja kotczan @) i ideat dopuszczalny I w RQ) takie,
ze B/mB ~ RQ/I.



Ustalmy epimorfizm 7 : RQ) — B/mB. Definiujemy p : V@ — B ktadac
ple;) = & oraz p(a) = es@aybaci(a) 0 ile m(a) = by + mB. Wiadomo, ze
Imp+mB = B, wiec z lematu Nakayamy wynika, ze p jest surjekcja, zatem
B~VQ/J, gdzie J := Kerp.

Musimy pokazaé, ze J jest idealem dopuszczalnym w V@, o ile algebra
B/mB jest reprezentacyjnie skierowana. Zauwazmy, ze J = [ + mB, gdyz
modutl B jest beztorsyjny. Poniewaz algebra B/mB jest schurowska, wiec
tky g;Be; < 1 dla dowolnych 4, j. Zatem dla dowolnych drog w; i wy z ¢
do j istnieja p1, po € V takie, ze pjwi + pows € J. Jesli v(py) > v(p1), to
£ €V oraz p (wy + g—fwg) € J. Poniewaz modul B jest beztorsyjny, wiec
wy + Z—fu2 € J. Podobnie, wy + /%wl € J, gdy v(p1) > v(pa).

Pokazemy najpierw, ze J C V Q1. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje
relacja nalezaca do J o tym samym poczatku i koncu . Z poprzednich uwag
wynika, ze mozemy zatozy¢, iz ta relacja jest postaci pw dla pewnej drogi
w. Poniewaz p(e,) = ¢, # 0, wiec e, &€ J, skad p = 0, gdyz modut B jest
beztorsyjny.

Przypusémy teraz, ze J ¢ V Q3. Wtedy istnieje relacja nalezaca do J
zawierajaca pewna strzatke a. Podobnie jak poprzednio mozemy zatozy¢, ze
relacja ta jest postaci jednej z postaci o+ pw lub pa+w dla p € V' i pewnej
drogi w. W pierwszym przypadku otrzymujemy, ze o + (p + mB)w € I, co
jest sprzeczne z dopuszczalnoscig ideatu I. W drugim przypadku mamy, ze
(p + mB)a + w € I. Dopuszczalno$é ideatu I implikuje, ze p € mB, wiec
w € I, ale taka konfiguracja drég nie moze sie pojawi¢ w kotczanie algebry
skierowanej B.

Zauwazmy, ze algebra B¥) jest Morita réwnowazna z AU, Dla do-
wodu twierdzenia wystarczy zatem udowodnié, ze jesli algebra B/mB jest
reprezentacyjnie skierowana, to B takze. Ponadto mamy B = VQ/J,
B/mB = RQ/Ii BX) = KQ/J¥),

Niech (Q,I) bedzie takim kotczanem ograniczonym, ze algebra C' :=
LQ/I jest schurowska. Niech rade,C = My1 & -+ B Mym,, © € Qo be-
dzie rozktadem na sume prosta moduléw nierozktadalnych. Wtedy uktad
(dime,C, {dim M, ;}).ecq, bedziemy nazywali danymi kombinatorycznymi
algebry C.

(K)

Lemat. Jesli algebra B/mB jest reprezentacyjnie skierowana, to dane kom-
binatoryczne algebr B/mB i B sq takie same.

Dowéd. Ustalmy wierzchotek i. Oczywiscie mamy réwnosé dime; B/mB =
dim e¢; B¥). Niech rade;,B/mB = M, @ -+ ® M, i rade;BE) = N,; @
o+ @ Nyp,. Zbior {dim M, ;} zalezy jedynie od zbioru {a:y — 2z | y, 2 €
suppe;B/mB, (=) - a : e;(B/mB)e; — e;(B/mB)e, = 0}. Podobnie zbiér



{dim N, ;} zalezy jedynie od zbioru {a : y — z | y,z € suppe;BH) (—) -
a: e,BWe; — ¢,BHe, = 0}. Przypusémy, ze istnieje strzatka «, kté-
ra nalezy tylko do jednego z powyzszych zbiorow. Wtedy istniejg y,z €
supprad e; B/mB takie, ze o : e;(B/mB)e; — e;(B/mB)ey, jest zerowe. Ist-
nieja drogi wy z x do y i wy z x do z takie, ze wy &€ J, zas aw; € I, co jest
niemozliwe, gdyz algebra B/mB jest reprezentacyjnie skierowana. O]

Mamy tez nastepujacy fakt.

Twierdzenie. Niech (L,C) i (L',C") beda algebrami bazowymi nad ciala-
mi algebraicznie domknietymi L i L' z takim samym kotlczanem Gabriela i
rownymi danymi kombinatorycznymi. Wtedy e, C' nalezy do sktadowej prepro-
jektywnej P,(C) kolczanu I'(C) wtedy 1 tylko wtedy, gdy e,C" nalezy do pre-
projektywnej skladowej P, (C") kolczanu I'(C"). Ponadto istnieje izomorfizm
kolczanow z translacjg P.(C) — P.(C") zachowujgcy wektory wymiaréw.

Powyzsze twierdzenie konczy dowdd.



