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Twierdzenie (Tarski). Niech ¢(z1,...,x,) bedzie formulg 1. rzedu zapisa-
ng w jezyku teorii cial ze zmiennymi wolnymi xy, ..., x,. Wtedy istniejq
wielomiany F;;, G; € Z[Xy,...,X,], i = 1,...,s, j = 1,...,r;, takie, Ze
dla dowolnego algebraicznie domknietego ciata K oraz dla dowolnego uktadu
a=(ay,...,a,) € K" formula ¢(a) jest spelniona w K wtedy i tylko wtedy,

gdy dla pewnego i mamy F;1(a) =--- = F;,,(a) =0 1 G;(a) # 0.

Dla przyktadu rozwazmy formute ¢(z) postaci 3,2,y"+- - - +x1y+z = 0.
Formula ¢(a) jest spetniona w ciele algebraicznie domknietym K wtedy i
tylko wtedy, gdy ap =01lub a; #0,i=1,...,n.

Niech ¢(x) bedzie formuta 3,(y* +x =0Azy — 1 = 0). Wtedy ¢(a) jest
spetnione w ciele algebraicznie domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy a # 0
ia®+1=0.

Zbior C' C K™ nazywamy konstruktywnym, jesli istniejg wielomiany S; ;,
T, € K[Xy,...,X,] takie, ze C jest zbiorem tych a € K", dla ktérych istnieje
i takie, ze S; ;(a) = 01 T;(a) # 0. Jedli C' jest zbiorem konstruktywnym, to C
jest skonczonag suma zbiorow, ktore sg przekrojami zbiorow nieprzywiedlnych
domknietych i zbioréw gtéwnych otwartych.

Zbior D C K™ nazywamy elementarnie definiowalnym przy pomocy ukta-
dub= (by,...,b,) € K™, oileistnieje formuta ¢(z1, ..., Tn, Y1, ..., Ynm) taka,
ze D jest zbiorem tych a € K™, dla ktérych spetniona jest formuta ¢(a,b). Z
twierdzenia Tarskiego wynika, ze zbiory konstruktywne w K" to doktadnie
zbiory elementarnie definiowalne. Istotnie, jesli D jest zbiorem elementarnie
definiowalnym przy pomocy statych b i ¢ jest stosowna formutay definiuja-
ca zbiér D, to wtedy na mocy twierdzenia Tarskiego zbiér («, f) € K"t
spelniajacych ¢(«, () jest zbiorem konstruktywnym. Stad tatwo wynika kon-
struktywnosé zbioru D.

Niech A bedzie skonczenie wymiarowsa algebra z bazg liniowa rq, ...,
r;. Wtedy dla ustalonej liczby naturalnej d mamy rozmaito$¢ moda(d) A-
modutéw wymiaru d. Niech ind4(d) bedzie podrozmaitoscia modulow nie-
rozktadalnych w mod(d). Zauwazmy, ze M € mod(d) nalezy do ind(d)
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wtedy i tylko wtedy, gdy f¢ = 0 dla kazdego nieodwracalnego endomorfizmu
modutu M, co mozna zapisa¢ jako formule 1. rzedu. Zatem zbior ind 4 (d) jest
elementarnie definiowalny, a wiec konstruktywny.

Konstruktywnosé zbioru ind4(d) pokazuje sie zwykle wykorzystujac na-
stepujace twierdzenie.

Twierdzenie (Chevalley). Jesli f : K™ — K" jest odwzorowaniem regular-
nym i C' C K™ zbiorem konstruktywnym, to f(C) tez jest zbiorem konstruk-
tywnym.

Dowdd. Istotnie, jesli C' jest zdefiniowany przy uzyciu statych a przez formu-
te ¢(x,a), to f(C) jest zdefiniowany przez formute Jpegmp(b,a) Ay = f(b).
Zatem f(C) jest elementarnie definiowalny przy uzyciu stalych a i wspét-
czynnikow funkeji f. O

Przypu$émy, ze w rozmaitosci mod4(d) mamy ciaglta rodzine moduléow
K 3 X € M,. Chcemy skonstruowaé funkcje czesciowa p : modu(d) — K
taka, ze My — .

Niech A bedzie algebrg drog kotczanu o C : Q s modulo relacje o? =
f% = af = Ba = 0. Wiemy, ze mod 4(2) jest zbiorem tych par 2 x 2 macierzy
(X,Y), dla ktérych X? = Y2 = XY = YX = 0. Mamy parametryzacje
K>X— ((38),(393)) € moda(2). Przeciwne odwzorowanie mozna zadacé

Y12 d 0
wzorem p(X,Y) = { 12 gdy z12 # 0,

% gdy w2 # 0.
Funkcje czesciowg f : K™ — K, ktora jako podzbiér K™ x K jest kon-
struktywna, nazywac¢ bedziemy funkcja konstruktywna. Dziedzine funkcji f
oznaczaé¢ bedziemy przez Dom f. Jesli C' jest podzbiorem K™ to mozemy

moéwi o obcieciu f|eo funkeji f do zbioru C, ktérej dziedzing jest C'N Dom f.

Fakt. Niech A bedzie algebrg nieskonczonego typu. Wtedy istnieje liczba na-
turalna d i funkcja konstruktywna f taka, ze Dom f C mod4(d), Dom f jest
GI(d)-niezmienniczy, funkcja f jest Gl(d)-niezmiennicza oraz zbiér wartosci
f jgest koskonczony w K.

Dowad. 7 teorii reprezentacji algebr nieskonczonego typu reprezentacyjnego
wynika, ze dla pewnej liczby naturalnej d i wielomianu h istnieje K[T|,-A-
bimodul M taki, ze funktor (=) @k, M : indgqr, (1) — moda(d) prze-
prowadza moduly nieizomorficzne w nieizomorficzne. Funktor (=) @k, M
indukuje odwzorowanie m : U, — mod4(d).

Definiujemy f jako zbiér tych par (z,\) € M(d,d, K)¢ x K, dla ktérych
r € moda(d), h(\) # 0 oraz istnieje g € GI(d) takie, ze grg~' = m(\).
Zbior ten jest elementarnie definiowalny przy pomocy statych strukturalnych
algebry A oraz wspoélczynnikéw funkeji h i m. ]
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Twierdzenie. Jesli f : K" — K jest funkcjqg konstruktywng, to Dom f =
U™, D, gdzie D; jest nieprzywiedlnym zbiorem konstruktywnym oraz istniejq
wielomiany A;, B; € K[X,...,X,] takie, ze f|p, = %, gdy char K = 0 lub

flz) =77 %ﬁ dla pewnego n; > 0, gdy char K =p > 0.



