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Niech K bedzie ciatem. Przestrzen liniowa L nad cialem K wraz z dwu-
liniowa operacja [—, —] : L x L — L nazywamy algebra Lie, jesli [x,z] = 0
oraz [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z,y]] = 0 dla dowolnych z,y,z € L. Powyz-
sze warunki implikuja, ze [z,y] + [y, 2] = 0. Warunek ten jest réwnowazny
warunkowi [z, z] = 0, gdy char K # 2.

Dla podprzestrzeni liniowych X, Y C L przez [ X, Y] C L oznaczaé¢ bedzie-
my podprzestrzen liniowa generowana przez elementy postaci [z,y], z € X,
yey.

Przeksztaltcenie liniowe f : L — L’ nazywamy homomorfizmem algebr
Lie, jesli [f(z), f(y)] = f(|z,y]). Podprzestrzen liniowa L' C L nazywamy
podalgebra Lie, jesli [L',L'] C L. Podobnie, L’ nazywamy ideatem, o ile
[L',L] C L' (réwnowaznie, [L,L'] C L'). Jesli f : L — L' jest homomorfi-
zmem algebr Lie, to Ker f jest ideatem, za$ Im f jest podalgebra. Gdy L' C L
jest ideatem, to w przestrzeni L/L’ mamy indukowana strukture algebry Lie.
W iloczynie kartezjanskim Ly x --- x L, dzialanie po wspotrzednych okre-
Sla strukture algebry Lie, ktérg nazywamy produktem algebr Lq, ..., L,.
Algebre Liego nazywamy abelowa, jesli [z, y] = 0 dla wszystkich = i y.

Ustalmy liczbe naturalna n. W algebrze macierzy M(n, K) okreslamy
strukture algebry Lie ktadac [f,g] = fg — gf. Powyzsza algebre oznaczaé
bedziemy przez gl(n, K) i nazywaé¢ gltéwna liniowa algebra Lie. Podalgebre
sl(n, K) :={f € gl(V) | tr f = 0} oznacza sie tez A,,_; i nazywa specjalna
liniowg algebra Lie. Algebre sp(2n, K) := {f € gl(2n,k) | sf — fTs = 0},

gdzie s := [_(}n Ig }, nazywamy symplektyczng algebra Lie i oznaczamy C,.
Podobnie, definiujemy B,, := o(2n+1,k) := {f € gl(2n+1,k) | sf—f's = 0},
gdzie s := [é[g Ign], oraz I, := 0(2n,k) := {f € gl(2n,k) | sf — f's =0},
gdzie s = [ I(')n I(ﬂ. Algebry powyzsze nazywamy ortogonalnymi algebrami
Liego.

Przez t(n, k) oznaczaé bedzie algebre macierzy gérnotrojkatnych, przez
n(n, k) algebre macierzy scisle gérnotrojkatnych oraz przez d(n, k) algebre



macierzy diagonalnych. Mamy t(n,k) = n(n,k) ® d(n, k) jako przestrzen
liniowa.

Algebre Lie nazywamy prostg, gdy nie jest abelowa oraz nie posiada nie-
trywialnych ideatow.

Twierdzenie. Nad cialem liczb zespolonych algebry Ay, 1 > 1, B, [ > 2, C,,
[ >3, 1 >4, Gy, Fy, Eg, Er, Eg sq proste i kazda prosta C-algebra Lie
jest izomorficzna z jedng z powyzszych algebr.

Przez 7 (V') oznaczaé bedziemy algebra tensorowa i .7 (V') algebra syme-
tryczna przestrzeni liniowej V. Niech o : 7 (V') — (V') bedzie kanonicznym
rzutem.

Uniwersalng algebra obejmujaca algebry Lie L nazywamy pare (%,1),
gdzie % jest taczng algebra z 1 oraz i : L — % jest przeksztalceniem li-
niowym, przy czym i([z,y]) = i(x)i(y) — i(y)i(x), oraz dla kazdej tacznej
K-algebry z jedynka U oraz dowolnego przeksztatcenia liniowego j : L — U
takiego, ze j([z,y]) = j(x)j(y) —j(y)j(x), istnieje doktadnie jeden homomor-
fizm algebr ® : % — U taki, ze j = 1P.

Twierdzenie. Niech L bedzie algebrg Lie nad ciatem K. Istnieje doktadnie
jedna, z doktadnos$cig do izomofizmu, uniwersalna algebra obejmujgca algebry
L, ktorg bedziemy oznaczaé % (L).

Dowdd. Dowdd jedynosci jest standardowy.

Niech J bedzie dwustronnym ideatem w .7 (L) generowany przez wszyst-
kie elementy postaci t @ y —y ® © — [z,y], x,y € L. Kladziemy % (L) :=
J(L)/J. Niech w: 7 (L) — % (L) bedzie naturalnym rzutem oraz i := 7|z.
Bezposrednie rachunki pokazuja, ze spelione sg warunki z definicji uniwer-
salnej algebry obejmujacej. O

Zauwazmy, ze gdy L jest abelowa algebra Lie, to % (L) = . (L).

Niech S bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym takim, ze x,, s € S, jest
baza algebry Lie L. Algebra % (L) jest generowana jako przestrzen liniowa
przez elementy i(xs,) - - -i(xs,), n > 0.

Twierdzenie (Poincaré-Borkhoff-Witt). W powyzszej sytuacyi elementy i(xs,) - - - i(zs,)
51 < -+ < 8p, n >0, tworzq baze algebry % (L).

Dowéd. Jednomianem bedziemy nazywac kazdy element postaci x5, ® -+ ®
T,,, p = 0. Liczb¢ p nazywamy stopniem jednomianu p. Jesli 51 < -+ < 5,
to moéwimy, ze jednomian x,, ®- - - @z, jest standardowy. Dla kazdego p > 0
niech T} bedzie przestrzenia liniowa generowana przez standardowe jedno-
miany stopnia p oraz T = Zp Ty Jedlit = x,, @ - - - ®@ x5, jest jednomianem,



to przez ind(t) oznaczymy ilosé¢ takich par (r,s), ze r < s oraz i, > i,. Przez
T% bedziemy oznaczaé przestrzenn liniowa generowang przez jednomiany ¢
stopnia p o wlasnosci ind(t) = d.

Musimy pokazaé, ze .7 jako przestrzen liniowa jest rowna Ty @ J. Pokaze-
my najpierw, ze 7 = Ty+.J. W tym celu wystarczy pokazaé, ze TPL C Ty+.J.
Ten fakt jest oczywisty dlap = 01 p = 1. Zaldézmy zatem, ze p > 2. Poniewaz
TPL =" o0 7, wice wystarczy uzasadnié, ze T C Ty + J. Dla d = 0 teza
jest oczywista. Niech d > 0 oraz t = 75, ® - -+ ® zs, € Ty, Ustalmy indeks r
taki, ze s, > s,4q oraz potézmy t' = g, -2, X T Ts, ., Ts,. Wtedy
t—t' € Jorazt' € T | C Ty+ J na mocy zalozenia indukcyjnego, co konczy
pierwsza czes¢ dowodu.

Pokazemy teraz, ze Ty N J = 0. Skonstruujemy endomorfizm liniowy f :
T — T taki, ze f|r, = ldg, oraz f|; = 0. Ten drugi warunek bedzie
spetniony, jedli pokazemy, ze f(z,, ® -+ - ®@ x5,) = f(25, ® - @ T5,,, @ T5, @
R T,) F [T, @ ® [T, Ty | ® - D T,).

Konstrukcja f jest indukcyjna. Ktadziemy f(t) :=¢ dlat € T'L + T'L.
Aby zdefiniowa¢ f na TPL, p > 2, wystarczy zdefiniowa¢ f dla jednomiandéw
t € TPL. Gdy ind(t) = 0, to definiujemy f(t) = t. Gdy ind(t) > 0 dla t =
Ty, ®- - @, to istnieje indeks 7 taki, ze ind(z,, ®- - -Qx,,,, s, -+ Qu,) =
d—1. Poniewaz w powyzsze]j sytuacji z, ®- - -®|xs, , s, ,,| Q- - -Qu,, € TP'L,
wiec musimy polozy¢ f(z,, ®@ -+ - ®@xy,) == f(25, @ Qx4 DT, @+ ®
Tg,) + f(2s, @ @ w5, Ts,,,| ® -+ @ w,). Trzeba sprawdzi¢, ze powyzsza
definicja nie zalezy od wyboru r. O]

Mamy % (gl(2,k)) = K[ X, Y, Z, T| /(XY =YX -Y, XZ-ZX+7Z XT —
TX,YZ -2Y - X -T,YT -TY =Y, ZT — TZ + Z). Ogdlniej, jesli L
jest skonczenie wymiarows algebra Lie z baza xy, ..., x,, oraz af’j sq sta-
tymi strukturalnymi algebry L, tzn. mamy [z, 2;] = >, aj;zx, to % (L) =

Niech p' : L — Endg(V) bedzie reprezentacja algebry Lie L w prze-
strzeni liniowej V. Z wlasnosci uniwersalnosci algebry obejmujacej istnieje
doktadnie jeden homomorfizm p : % (L) — Endg (V) taki, ze p/ = pi. Z
drugiej strony, dla kazdej reprezentacji p : % (L) — Endg (V) mamy repre-
zentacje p' := pi algebry L. W ten sposéb otrzymujemy izomorfizm kategorii
F :Rep(% (L)) — Rep(L).

Opiszemy teraz reprezentacje algebry sl(2, K') w sytuacji, gdy K jest cia-
tem algebraicznie domknietym i char K = 0. W sl(2, K') mamy nastepujaca
bazee = (34), f=(99)ih=(} 2 ). Mamy réwnosci [e, f] = h, [e,h] = —2¢
i[f,h] =2f.

Dla kazdego r > 0 okreslamy reprezentacje p, : sl(2,k) — M(r + 1, K)



poprzez warunki
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gdzie p; == i(r—i+1),i=1,...,r.

Wtedy reprezentacja p,. jest prosta oraz dowolna (r+1)-wymiarowa prosta
reprezentacja algebry sl(2, k) jest rownowazna z p,.

Istotnie, niech W # 0 bedzie podprzestrzenig niezmiennicza ze wzgledu
na p,. Ustalmy w € W, w # 0. Istnieje m > 0 takie, ze p(f)™(w) = Aey11
dla A # 0. Poniewaz p(e) e, = pe;, p# 0, wige W = K™,

Przypuéémy teraz, ze p : s[(2, K) — Endg (V) jest reprezentacja algebry
s[(2, K). Jesli v jest wektorem wlasnym odwzorowania p(h) z wartoscia wla-
sng p, to p(h)p(e)v = (u+2)p(e)v, p(h)p(f)v = (n— 2)p(f)v. Ponadto, gdy
ple)v =01wv; :=p(f)v,i>0,tople)v;,=i(p—i+ 1)v;_y dlai > 0.

Zatézmy teraz, ze reprezentacja p jest prosta i dimgV = r 4+ 1. Ist-
nieje wektor wlasny v odwzorowania p(h), gdyz cialo K jest algebraicznie
domknigte. Istnieje m > 0 takie, ze p(e)™v = 0, w przeciwnym bowiem wy-
padku otrzymalibysmy nieskoniczony ciag p(e)™v wektoréw wlasnych odwzo-
rowania p(h) nalezacych do réznych wartosci wlasnych. Bez straty ogélnosci
mozemy zatozy¢, ze m = 0. Niech v; := p(f)'v, i > 0. Podobnie jak poprzed-
nio istnieje n > 0 takie, ze v, # 01 v,41 = 0. Mamy p(h)v; = (u — 2i)v;,
ple)v; = i(p — i+ 1)v;_1, i > 0, zatem podprzestrzen generowana przez
wektory v; jest niezmiennicza, co wobec prostoty p oznacza, ze jest rOwna
V. Poniewaz vy, ..., v, sa wektorami wlasnymi odwzorowania p(h) naleza-
cymi do roéznych wartosci wtasnych oraz v; = 0 dla ¢ > n, wiec wektory
vo, ..., U, tworza baze przestrzeni V. W szczeg6lnosci m = r. Ponadto
0 = ple)v,41 = (r+ 1)(p — r)v,, zatem p = r. Odwzorowanie v; — €41,
1 =0,...,r, ustala rownowazno$¢ reprezentacji p i p,.



