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W algebrze Liego gl(2) = gl(2,C) mamy baze liniowa

v g e oY)

Nawias Liego w algebrze gl(2) spelnia warunki
(1) (X,Y]|=H, [H,X]|=2X, [HY]=-2Y
oraz
[[,X]=[I,Y]=[I,X]=0.
Macierze ze §ladem réwnym 0 tworza podalgebre Liego s[(2) = sl(2, C) z baza
X, Y, H spelniajaca relacje (1). Algebra obejmujaca U = U(sl(2)) algebry
s[(2) jest izomorficzna z algebra generowana przez X, Y, H z relacjami (1).
Lemat. W algebrze obejmujgcej U(sl(2)) majg miejsce nastepujace réwnosci
dla dowolnych p,q > 0.
(i) XPH? = (H —2p)i1XP, YPH? = (H + 2p)1Y'P.
(i) [X,Y?] = pY? Y(H —p+1) = p(H +p— 1)Y? L.
(ifi) [X?,Y]=pXP~Y(H+p—1)=p(H —p+1)XP1.
Stwierdzenie. Elementy X'Y7H*, i,j,k > 0, tworzqg bazq liniowg algebry
U.
Ustalmy element ¢ € C, ¢ # 0,—1,1. Dla dowolnego n € Z niech [n] :=

q:__quln' Przez U, = U,(sl(2)) oznaczaé¢ bedziemy algebre generowang przez
zmienne E, F, K, K~! speliajace relacje
KK'=K'K=1,
KEK™'=¢E, KFK ' =q*F,
K- K1
q—qt

[E,F] =



Lemat. Niech m > 0 oraz n € Z. Nastepujgce rownosci sq spetnione w Uy.

(1) EmMK" = q—2mKnEm; FmKn = q2mKnFm_

(i) [, F™] = [m] ot 2K g g O o,
—(m—-1)p_ m—1g—1 _ el (me1) o1
(iii) [E™, F] = [m]* qliqgl K=l pm=1 = [ Em-14 quq_l KL

Stwierdzenie. Algebra U, jest noetherowskq algebrg bez dzielnikéw zera. Ele-
menty E'FIK!, i,j €N, j € Z, tworzq baze liniowg algebry U,,.

W dowodzie powyzszego stwierdzenia wykorzystuje sie pojecie rozszerzen
Ore. Niech R bedzie algebra i R[t] wolnym (lewym) R-modutem sklada-
jacym si¢ ze wszystkich wielomianéow o wspotczynnikach w R. Jesli o jest
endomorfizmem algebry R, to przeksztalcenie liniowe d : R — R nazywamy
a-derywacja, jesli 6(ab) = a(a)d(b) + d(a)b dla dowolnych a,b € R. Jesli R
jest algebrg bez dzielnikéw zera, « jest injektywnym endomorfizmem algebry
R oraz ¢ jest a-derywacja, to wzor ta = a(a)t + d(a) zadaje w R[t] strukture
R-algebry. Powyzsza algebre oznaczamy R|[t, a, 0] i nazywamy rozszerzeniem
Ore algebry R. Mozna pokazaé, ze w R[t] mamy strukture algebrowa S taka,
ze deg(PQ) = deg P + deg @@ dla dowolnych P, @ € R[t], w algebrze R nie
ma dzielnikow zera oraz istnieje dokladnie jeden injektywny endomorfizm o
algebry R oraz dokladnie jedna a-derywacja 0 takie, ze S = R[t, «, d].

Dla dowodu powyzszego stwierdzenia wystarczy zauwazy¢, ze mamy izo-
morfizm

Uy == ((CIK, K )[F, a1, 0])[E, a2, ],

gdzie oy (K) = ¢*K, ap(F) = F, as(K) = ¢ }K), 6(F) = E=L— i
d(K) := 0, oraz skorzystac¢ z wlasnosci rozszerzen Ore.

Stwierdzenie. Algebra U, jest izomorficzna z algebrg U, generowang przez
zmienne B, F, K, K=', L spelniajgce relacje

i) KEK-' = KK = 1.

(i)

(i) KEK™' = ¢E, KFK~' = ¢ 2F.

(iii) [E,F]=L, (4— ¢ )L=K — K.

(i) [L.E] = (EK + K~'E), [L,F] = —q"\(FK + K~'F).

Dowdd. Tzomorfizm zadaja odwzorowania ¢ : U, — Uy i ¢ : Uy — U, dane
wzorami p(E) = E, p(F) = F, p(K) := K oraz Y(F) := E, Y(F) := F,
W(K) =K iy(L)=[E,F]. O

Zauwazmy, ze mamy U] ~ U[K]/(K? — 1) oraz U ~ U; /(K — 1).



