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Niech A bedzie skonczenie wymiarows bazowsg algebra nad algebraicznie
domkni¢tym ciatem K. Przy ustalonym wyborze parami ortogonalnych pry-
mitywnych idempotentéw ey, ...e,, mozna traktowaé¢ A jako K-kategorie,
ktorej obiektami sg idempotenty ey, ..., e,, zas morfizmy zdefiniowane sg
wzorami A(e;, e;) = e;Ae;. Kategoria ta jest lokalnie ograniczona, tzn. obiek-
ty tej kategorii s parami nieizomorficzne, ich algebry endomorfizméw sg lo-
kalne oraz > 7, dimy A(e;, e;) < 001> 7, dimy A(ej, e;) < oo dla kazdego
i. W tej sytuacji A-moduty mozemy utozsamia¢ z K-liniowymi funktorami z
A do kategorii przestrzeni liniowych.

Niech A bedzie lokalnie ograniczona K-kategoria. Jesli G jest podgrupa
grupy Aut(fl) dziatajaca w sposob wolny (tzn. stabilizatory elementéw sa try-
wialne) na obiektach kategorii A, to mozna zdefiniowaé kategorie A = A /G,
ktorej obiektami sg orbity przy dziataniu grupy G na obiektach katego-
rii A. Jesli Gz i Gy sa dwoma obiektami kategorii A, to A(Gz,Gy) =
(I eccoyeay A(z',))¢. Réwnowaznie A(Gz, Gy) = D,cc Az, g7 'y).

Mamy funktor nakrycia F : A — A dany wzorami F (x) = Gz oraz
Fla:x —y) = (ay,,, : 9v — hy), gdzie ay,,, = ga, gdy g = h, oraz
a;m’hy = 0, gdy g # h. Funktor F wyznacza funktory podnoszenia F, :

MOD A — MOD A i opuszczania Fy : MOD A — MOD A. Funktor podno-
szenia dany jest wzorem F,(M) = MoF. Zauwazmy, ze F,(M)(x) = M(Fx).
Dla funktora opuszczania mamy wzér (FyM)(Gz) = @, cq, M (). Wia-
domo, ze Homu(FyM, N) = Hom (M, F,N). Zatem Homy(F\F,N,N) =
Hom ;(F,N, F,N). Niech Vy : FyF,N — N bedzie odwzorowaniem odpo-
wiadajacym odwzorowaniu idg, y. Wtedy Vi (z) : @, . N(z) = N(z) dane
jest wzorem [V n(2)](ng)gec = D eq M-

geG

Twierdzenie (Gabriel). Zaldoimy, ze grupa G dziala wolno na ind A ~.
Wtedy kategoria A jest lokalnie skonczonego typu wtedy i tylko wtedy, gdy
kategoria A jest lokalnie skoriczonego typu.
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Zalozenie o wolnym dziataniu grupy G jest spelnione, gdy grupa G jest
beztorsyjna. Hipoteza nakryciowa glosi, ze jesli grupa G jest beztorsyjna, to
kategoria A jest oswojonego typu wtedy i tylko wtedy, gdy kategoria A jest
oswojona. Wiadomo, ze oswojonoéé kategorii A implikuje oswojonosé A.

Zatozmy teraz, ze rzad grupy G jest skonczony. Wtedy istnieje odwzoro-
wanie Ay : N — F\F,N dane wzorem [Ay(z)](n) = (n)geq. Zauwazmy, ze
VnAyx = |G|idy. Stad wynika, ze gdy charakterystyka ciata K nie dzieli |G|,
to NV jest sktadnikiem prostym modulu FyF,N. W szczegdlnodei, jedli A jest
lokalnie skoniczonego typu, to A jest lokalnie skonczonego typu. Podobnie,
gdy A jest oswojonego typu, to A jest oswojonego typu.

Rozwazmy nakrycie Galois F : A — A z grupa G. Nakrycie F' wyznacza
gradacje A = @, A4y taka, ze P, Ay C J(A). Gradacja ta jest kon-
sekwencja rownosci A = Pg, ¢, A(GT, GY) = Doy Dyea Alz,g7'y). Z
drugiej strony, gdy mamy gradacje A = @ Ay taka, ze D, A, C J(A),
to mozna wybra¢ w A uktad idempotentow jednorodnych. Wtedy mamy na-
krycie F : A — A, gdzie ob A = G x ob A, A((g,2), (h,y)) = Ap-14(x,y). W
powyzszej sytuacji MOD A ~ gr-MODY(A). Jedli S € G, to A(S) jest pelna
podkategoria wyznaczona przez S x ob A. Kategoria A jest oswojona wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego skonczonego podzbioru S kategoria A(S) jest
oswojona.

Ustalmy liczbe naturalng d. Klasa uktadéw (K, A, G, (a;)d,, (g:)%,), w
ktorych K jest ciatem algebraicznie domknietym, A jest d-wymiarowsg K
algebrg z gradacja taka, ze elementy aq, ..., ag tworzg baze i sa jednorod-
ne stopni gi, ..., ga, odpowiednio, oraz P ,,; A, C J(A), jest aksjomaty-
zowalna. Przez Gralg oznaczaé klase takich uktadow, za$ przez Gralg? te
uktady, dla ktorych charakterystyka ciata K jest rowna p. Przez Tgr ozna-
czymy te uklady nalezace do Gralg, dla ktérych kategoria gr-MODY(A)
jest oswojona, zas przez Wgr te, dla ktérych jest dzika. Mozemy tez mo-
wi¢ o Tgr? 1 WgrP. Jesli G’ i G” sa dwiema grupami zawierajacymi ele-
menty g1, ..., ga, to (K, A, G, (a;),(g9;)) € Tgr wtedy i tylko wtedy, gdy
(K, A, GH, (ai), (gz)) S TgI’

Twierdzenie. Klasa Tgr jest aksjomatyzowalna.

Grupe G nazywamy residualnie skonczong, o ile dla kazdego g € H, g # 1,
istnieje dzielnik normalny H taki, ze g ¢ H oraz [G : H| < oo. Grupa G jest
p-residualnie skoniczona, jesli mozemy dodatkowo zaltozy¢, ze [G : H| = p™.
Przyktadami grup p-residualnie skonczonych sa grupy wolne i grupy abelowo
wolne. Jedli grupa G jest p-residualnie skonczona i skonczenie generowana,
to istnieje zstepujacy ciag podgrup normalnych G; taki, ze |G/G;| = p™ oraz
NG;=1.



Twierdzenie. Zalozmy, zZe klasa Wgr? jest aksjomatyzowalna. Jesli grupa
G jest wolna lub abelowo wolna oraz (K, A, G, (a;),(g;)) € Tgr?, to wtedy
(K, A1, (a;), (1)) € Tar?.

Dowdd. Niech (G;) bedzie zstepujacym ciagiem podgrup normalnych takich,
ze |G/Gi| = q", q # p, G = {1}. Zalozmy, ze (K, A, 1,(a;),(9:)) € Wer”.
Poniewaz p nie dzieli |G/G;|, wiec (K, A,G /G, (a;),(9:G;)) € Wgr?. Ponie-
waz klasa Wgr? jest aksjomatyzowalna, wiec jest zamknieta na ultraproduk-
ty. Niech .# bedzie ultrafiltrem na N, ktéry nie zawiera zbioréw skonczo-
nych. Wtedy [[,on(K, A, G/Gj, (i), (9:G;))/F € Wer?. Niech L = K"/
oraz H = ([[;cn(G/Gj))/F. Wtedy [[;en(K, A, G/Gj, (@), (9:G5))/F =
(L,A®k L, H, (a;®1), ((¢:G)7)). Mamy naturalne odwzorowanie grup G' —
H , g — ((9Gy)7), ktére jest monomorfizmem. Stad (L, A ®k L, G, (a; ®
1), (g:)) € Wgr, co konezy dowdd, gdyz rozszerzenie ciata bazowego K alge-
bry A do L zachowuje oswojony i dziki typ. m



